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RÉSUMÉ. Le travail proposé dans cet article concerne le développement d’une méthodologie
d’obtention d’entrée optimale pour l’estimation de paramètres d’un modèle dynamique non
linéaire dans un contexte à erreurs bornées. Dans ce contexte, les bruits de mesure et para-
mètres à estimer sont supposés varier dans des intervalles bornés, de bornes connues ; ne sont
alors considérées dans les calculs que les bornes des intervalles. L’estimation des paramètres
du modèle s’effectue en combinant les outils de l’intégration numérique garantie et l’inversion
ensembliste. L’obtention de l’entrée optimale permettant une estimation plus précise des para-
mètres s’effectue en utilisant une analyse de sensibilités, ce qui est la contribution principale
de notre travail. Un critère d’optimisation d’entrée est développé. La procédure d’obtention
d’entrée optimale présentée dans cet article est appliquée à un modèle issu de l’aéronautique.
Les résultats d’estimation de paramètres obtenus en utilisant l’entrée optimale sont comparés
à ceux obtenus avec une entrée non optimale. Les résultats numériques mettent en exergue le
potentiel de cette approche.

ABSTRACT. This paper deals with optimal input design for parameter estimation in a bounded
error context. Interval analysis will be served as a tool in this paper. In this context, the mea-
surement noise and parameters are considered bounded. The model parameter estimation is
realized by combining the valided numeric integration tools and set-membership operations. To
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improve the accuracy on parameters, the sensitivity analysis based optimal input design is thus
proposed, more accurate estimation results have been obtained which is our main contribution.
This process for obtaining optimal input design has been tested on an aircraft model. The esti-
mation results on parameters by using optimal input have been compared with the case by using
a non optimal input.

MOTS-CLÉS : estimation d’état, estimation de paramètres, système non linéaire, erreurs bornées,
entrée optimale, analyse par intervalles.

KEYWORDS: state estimation, parameter estimation, nonlinear system, bounded error, optimal in-
put design, interval analysis.
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1. Introduction

Préalablement à l’estimation des paramètres d’un modèle à partir de données expé-
rimentales, il est important de sélectionner les conditions expérimentales les plus sen-
sibilisantes pour cette estimation. L’information la plus pertinente est ainsi obtenue.
C’est la démarche de planification d’expériences ou optimisation d’essais. Elle per-
met de définir les conditions d’expériences les plus intéressantes parmi un ensemble
admissible, cet ensemble traduisant les diverses contraintes (comme par exemple, sur
les sorties, les entrées,...) que le protocole expérimental doit vérifier afin de pouvoir
être effectivement mis en œuvre. La planification d’expériences constitue une étape
essentielle car une expérience mal conçue peut rendre vaine toute tentative d’interpré-
tation des données recueillies sur le système. Afin de résoudre le problème d’optimi-
sation d’essais, il faut définir un critère d’optimalité relié au but poursuivi qui est ici
l’amélioration des mesures utilisées en estimation. Ce critère est ensuite optimisé par
rapport à l’ensemble des variables disponibles à l’expérimentateur, tout en respectant
l’ensemble des contraintes.

Les méthodes stochastiques classiques de planification d’expériences pour l’es-
timation de paramètres cherchent, intuitivement, le protocole expérimental qui per-
met de minimiser une certaine norme liant la valeur exacte des paramètres et leurs
estimées. Ces méthodes sont basées sur la matrice d’information de Fisher comme,
par exemple, le critère de D-optimalité qui consiste à maximiser le déterminant de
cette matrice. Le travail proposé dans cet article ne se place pas dans un contexte sto-
chastique où les bruits de mesures et perturbations sont modélisés par des variables
aléatoires mais dans un contexte à erreurs bornées ; c’est-à-dire que les bruits de me-
sures et paramètres sont supposés varier dans des intervalles bornés et de bornes
connues. Nous utilisons alors les outils de l’analyse par intervalles initiée par R.E.
Moore dans (Moore, 1966). Il existe des méthodes efficaces d’estimation de para-
mètres dans un contexte à erreurs bornées, elles utilisent par exemple l’algorithme
SIVIA (Set Inverter Via Interval Analysis) (Jaulin, Walter, 1993) ou encore les contrac-
teurs (Chabert, 2014). Les résultats d’estimation obtenus sont dits garantis c’est-à-dire
que l’ensemble de paramètres solutions du problème considéré contient toutes les so-
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lutions du problème (les conditions initiales sont supposées appartenir à un produit
cartésien d’intervalles bornés, l’ensemble de recherche de paramètre initial est donné
sous forme de produit cartésien d’intervalles bornés, le bruit de mesures est égale-
ment donné sous forme d’intervalles bornés). Il existe également des méthodes d’inté-
gration numérique garantie d’équations différentielles ordinaires, citons par exemple,
(Schweppe, 1968 ; 1973 ; Nazin, Polyak, 2005 ; Raïssi et al., 2004) ou (Walter, Kieffer,
2007).

Cet article porte sur la recherche d’entrée optimale pour l’estimation de paramètres
et nous proposons une approche originale de recherche d’entrée optimale pour esti-
mer des paramètres à partir de mesures bruitées mais bornées. A notre connaissance,
ce sujet a été peu traité dans la littérature de l’analyse par intervalles. Cet article se
décompose de la façon suivante : la section 2 présente le problème considéré ainsi
que le cas d’étude sur lequel la méthodologie développée sera appliquée. Il s’agit d’un
modèle issu du domaine de l’aéronautique, il décrit le comportement d’un avion en
vol longitudinal. La section 3 introduit des outils de base de l’analyse par intervalles,
que ce soit pour l’estimation d’état ou de paramètres. Dans la section 4, la méthodo-
logie d’obtention d’entrée optimale pour les systèmes dynamiques non linéaires est
développée ; le critère retenu pour l’optimisation d’entrée est justifié. La section 5
concerne l’optimisation de l’entrée du cas d’étude. Dans cette section deux entrées
sont considérées, l’une est celle obtenue par notre méthodologie, l’autre est une entrée
non optimisée. Les résultats obtenus en termes d’estimation sont analysés. Pour finir,
la conclusion et les perspectives de recherche sont présentées en section 6.

2. Présentation du problème et cas d’étude

Cet article porte sur la recherche d’entrée optimale pour l’estimation de paramètres
de systèmes dynamiques non linéaires à incertitudes bornées. Ils sont supposés être
décrits par les équations suivantes :





ẋ(t, p) = f(x(t, p), p) + u(t)g(x(t, p), p),
y(t, p) = h(x(t, p), p),
x(0) ∈ [x0], p ∈ [p0],

(1)

où x(t, p) et y(t, p) représentent respectivement les vecteurs d’état et de sortie du
modèle. Ils sont tels que x(t, p) ∈ R

nx et y(t, p) ∈ R
ny . La condition initiale x(0) est

supposée appartenir à une boîte donnée [x0], de bornes finies. u(t) représente l’entrée
du modèle, elle appartient à un domaine U . Le vecteur p représente le vecteur des
paramètres à estimer et p ∈ R

np . Il appartient à une boîte initiale donnée [p0] de
bornes finies. Le temps t appartient à l’intervalle [0, tmax]. Les fonctions f , g, et h
sont des fonctions non linéaires. f et g sont supposées analytiques sur M pour chaque
p ∈ [p0], où M est un ensemble ouvert de R

nx tel que x(t, p) ∈ M pour chaque
p ∈ [p0] et t ∈ [0, tmax]).

Les mesures z sont supposées données, à l’instant ti par :

z(ti) = y(ti, p) + v(ti), i = 1, ..., N. (2)
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où le bruit de mesure v(ti) appartient à la boîte [v(ti)]. N représente le nombre total
de temps d’échantillonnage.

Le cas d’étude considéré dans cet article provient du domaine de l’aéronautique
et décrit le comportement longitudinal d’un avion en mouvement. La projection des
équations de la mécanique du vol sur le trièdre aérodynamique conduit au système
suivant (Jauberthie, 2002) :





V̇ = −g sin(θ − α)−
1

2m
ρSV 2(C0

x + Cxα(α− α0) + Cxδm(δm − δm0)),

α̇ =
2

2mV + ρSlV Czα̇

{
mV q +mg cos(θ − α)

−
1

2
ρSV 2(C0

z + Czα(α− α0) + Czq

ql

V
+ Czδm(δm − δm0))

}
,

q̇ =
1

2B
ρSlV 2

{
C0

m + Cmα(α− α0) + Cmq

ql

V

+Cmα̇

2l

2mV 2 + ρSlV 2Czα̇

[
mV q +mg cos(θ − α)

−
1

2
ρSV 2(C0

z + Czα(α− α0) + Czq

ql

V
+ Czδm(δm − δm0

))
]

+Cmδm(δm − δm0
)
}
,

θ̇ = q.

(3)
Dans ce système, le vecteur d’état est donné par (V, α, q, θ)T . Tout l’état est mesuré
(Coton et al., 2001). L’entrée u est δm. Les paramètres à estimer sont Czα̇, Czq . Les
autres coefficients sont supposés connus. Une description plus précise de ce modèle
est donnée dans (Jauberthie, 2002) et (Coton et al., 2001).

3. Estimation d’état et de paramètres en utilisant l’analyse par intervalles

3.1. Analyse par intervalles

L’idée clé de l’analyse par intervalles est de raisonner sur des intervalles au lieu
de nombres réels et sur des boîtes au lieu de vecteurs réels. La motivation première
de cette approche était d’obtenir des résultats garantis à partir du calcul en nombres
flottants des ordinateurs (Moore, 1966).
Les résultats présentés ci-dessous sont principalement tirés de (Jaulin et al., 2001).

DÉFINITION 1. — Un intervalle réel [u] = [u, u] est un sous ensemble fermé et
connexe de R où u et u représentent respectivement les bornes inférieure et supré-
rieure de [u].

L’ensemble des intervalles réels de R est noté IR.

DÉFINITION 2. — La longueur d’un intervalle [u] est définie par w([u]) = u− u.

DÉFINITION 3. — Le milieu d’un intervalle [u] est défini par m([u]) = (u+ u)/2.
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DÉFINITION 4. — La mignitude d’un intervalle est définie par mig([u]) =
min(|u|, |u|) si 0 /∈ [u], sinon mig([u]) = 0.

DÉFINITION 5. — La magnitude d’un intervalle est définie par mag([u]) =
max(|u|, |u|).

Deux intervalles sont égaux si et seulement si u = v et u = v. Les opérations sur
les réels sont étendues aux intervalles (Moore, 1966).

Etant donnés deux intervalles [u] et [v], on définit les opérations de la manière
suivante :

◦ ∈ {+,−, ∗, /}, [u] ◦ [v] = {x ◦ y | x ∈ [u], y ∈ [v]}.

DÉFINITION 6. — Un vecteur intervalle (boîte) [x] est un vecteur dont les compo-
santes sont des intervalles et peut être considéré comme le produit cartésien d’inter-
valles :

[x] = [x1]× [x2]...× [xn].

IR
n représente l’ensemble des vecteurs intervalles de dimension n.

DÉFINITION 7. — Une matrice intervalle est une matrice dont les coefficients sont
des intervalles et l’ensemble des matrices intervalles réelles de dimension n ×m est
noté IR

n×m.

DÉFINITION 8. — La longueur d’un vecteur intervalle (ou une matrice intervalle)
est la longueur maximale de ses éléments. Le milieu d’un vecteur intervalle (resp.
une matrice intervalle) est un vecteur (resp. une matrice) composé des milieux de ses
composantes intervalles (resp. coefficients intervalles).

Les opérations classiques sur les vecteurs intervalles (resp. matrices intervalles)
sont des extensions directes des opérations sur les vecteurs ponctuels (resp. matrices
ponctuelles) (Moore, 1966). Ainsi les notions de mignitude et magnitude définies pour
les intervalles peuvent s’étendre aux vecteurs et matrices intervalles composantes par
composantes.

DÉFINITION 9. — Soit une fonction f telle que f : Rn → R
m, l’image d’un vecteur

intervalle [u] par f est définie par :

f([u]) = {f(x) | x ∈ [u]}.

Une fonction d’inclusion [f ] de f est une fonction de IR
n à valeurs dans IR

m telle
que :

∀[u] ∈ IR
n, f([u]) ⊆ [f ]([u]). (4)

Une fonction d’inclusion de f peut être obtenue en remplaçant chaque occurrence
d’une variable réelle par l’intervalle correspondant ainsi que chaque fonction standard
par son évaluation intervalle. Une telle fonction est appelée fonction d’inclusion natu-
relle. En pratique, une fonction d’inclusion n’est pas unique et dépend de la syntaxe
avec laquelle f est écrite.
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Une forme plus pertinente pour l’obtention d’une fonction d’inclusion est la forme
centrée, qui conduit à des résultats moins pessimistes que ceux obtenus avec la forme
naturelle.

DÉFINITION 10. — Supposons que f soit différentiable sur [u], la forme centrée de
f , notée [f ]c est donnée par :

[f ]c([x]) = [f ](a) + [J ]([x])([x]− a), ∀[x] ⊆ [u], (5)

où a = m([x]) et [J ] est une fonction d’inclusion de la matrice Jacobienne de f .

3.2. Inversion ensembliste

Considérons le problème qui consiste à déterminer l’ensemble de solution S défini
par :

S = {u ∈ U | Φ(u) ∈ [y]} = Φ−1([y]) ∩U, (6)

où [y] est connu a priori, U est le domaine initial de recherche pour u et Φ une fonc-
tion non linéaire, non nécessairement inversible dans le sens classique. Déterminer S
consiste à calculer l’image réciproque de Φ. Ceci est un problème d’inversion ensem-
bliste qui peut être résolu en utilisant l’algorithme Set Inversion Via Interval Analysis
(noté SIVIA). L’algorithme SIVIA, proposé dans (Jaulin, Walter, 1993), est un al-
gorithme récursif qui explore tout l’espace de recherche sans perdre de solution. Il
permet d’encadrer l’ensemble S de manière garantie :

S ⊆ S ⊆ S.

L’ensemble intérieur S est composé des boîtes considérées comme admissibles (accep-
tables). Pour prouver qu’une boîte [u] est admissible (acceptable), il suffit de prouver
que Φ([u]) ⊆ [y]. Inversement, si la relation suivante Φ([u])∩ [y] = ∅ est établie, alors
la boîte [u] est rejetée (inacceptable). Dans les autres cas, la boîte [u] est dite indéter-
minée (incertaine). Cette dernière est alors coupée en deux et testée à nouveau jusqu’à
ce que sa taille atteigne une précision spécifique donnée par l’utilisateur η > 0. Un tel
critère d’arrêt assure la terminaison de l’algorithme SIVIA en un nombre fini d’itéra-
tions.

3.3. Intégration numérique garantie en utilisant les développement en séries de

Taylor

Considérons le système dynamique incertain décrit par (1) avec x(0) la condition
initiale. On considère une grille temporelle t0 < t1 < t2 < . . . < tn, avec un
pas de temps non nécessairement constant. L’intégration numérique garantie par les
méthodes de Taylor intervalle calcule des vecteurs intervalle [xj ], j = 1, . . . , n qui
contiennent de manière garantie l’ensemble solution de (1) à l’instant tj , j = 1, . . . , n.

Ces méthodes se déroulent généralement en deux étapes :
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– existence et unicité : cette étape consiste à vérifier l’existence et l’unicité de la
solution pour chaque condition initiale xj ∈ [xj ] en utilisant le théorème du point fixe
de Banach et l’opérateur de Picard-Lindelöf (Moore, 1966 ; Nedialkov et al., 1999) et
à calculer la solution a priori [x̃j ](Nedialkov, 1999 ; Berz et al., 1998).

– Contraction : cette étape consiste à fournir un encadrement garanti de l’en-
semble solution [xj+1] de (1) à tj+1 en utilisant un développement en série de Taylor
à un ordre donné ou des contracteurs à point fixe et la solution à tj . [x̃j ] est utilisée
pour encadrer le reste du développement en série de Taylor.

Figure 1. Illustration du tube de trajectoires (boîte en bleu) entre deux pas de temps
tj , tj+1; [x̃j ] représente la solution a priori, [xj ] représente la solution à l’instant tj ,

et [xj+1] représente la solution à l’instant tj+1

Les auteurs (Moore, 1966 ; Eijgenraam, 1981 ; Rihm, 1992 ; Lohner, 1987 ; Ne-
dialkov et al., 1999) ont proposé plusieurs algorithmes et méthodes pour rendre la
méthode de Taylor applicable en pratique, car il y a bien évidemment des problèmes
de sur-approximation.

(Ramdani, Nedialkov, 2011 ; Maïga et al., 2015 ; 2014) ont fait une extension de
la méthode Taylor afin d’avoir une expression analytique de la solution du tube de
trajectoires (7) sur tout l’horizon temporel [tj , tj+1]. A partir d’un point courant tj de
la grille temporelle, on a la solution [xj ], on peut calculer la solution garantie [xj+1]
(voir figure 1) au pas de temps suivant tj+1, en utilisant le développement en série de
Taylor (7) dans lequel le reste ([x̃j ]) est encadré dans une boîte contenant de manière
garantie toute la trajectoire entre le début et la fin du pas d’intégration [tj , tj+1]. La
solution analytique du tube de trajectoires pour tout t ∈ [tj , tj+1] est donc donnée
par :

[x](t; tj , [xj ]) = [xj ] +

k−1∑

i=1

(t− tj)
if [i]

q ([xj ]) + (t − tj)
kf [k]

q ([x̃j ]), (7)
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L’équation (7) est une expression analytique du tube de trajectoires de (1). Les co-
efficients f [i]

q de Taylor sont obtenus par différentiation automatique (Bendtsen, Stau-
ning, 1996) avec : {

f
[1]
q = f,

f
[i]
q = 1

i

∂f [i−1]
q

∂z
f.

(8)

L’utilisation de l’analyse par intervalles permet de calculer un encadrement "sûr"
de la solution du système (1). Parmi les méthodes d’intégration numérique garantie,
nous utilisons celle basée sur les développements en séries de Taylor (Rihm, 1994),
(Berz, Makino, 1998) ou (Nedialkov et al., 2001). L’approche basée sur les dévelop-
pements en série de Taylor se décompose en deux étapes : la première vérifie l’exis-
tence et l’unicité de la solution du système (1) en utilisant le théorème du point fixe et
l’opérateur de Picard-Lindelöf. Pour cela, à l’instant tj+1, une première boîte [x̃j ] est
calculée. Elle contient toutes les solutions correspondant à toutes les trajectoires pos-
sibles entre tj et tj+1. Ensuite la boîte solution à l’instant tj+1 est obtenue en utilisant
un développement de la série de Taylor à un ordre donné, où le reste est [x̃j ].

3.4. Estimation de paramètres

Comme rappelé dans l’introduction, dans le contexte à erreurs bornées, les bruits
de mesures et les paramètres à estimer sont supposés inconnus mais ils appartiennent
à des intervalles (ou boîtes) de bornes connues.

L’équation (2) lie les sorties du modèle et les mesures, elle fait intervenir le bruit
de mesures v(ti) à l’instant ti. Ce bruit de mesure appartient à la boîte [v(ti)] pour
tout i de 1 à N .

L’erreur v est supposée appartenir à un intervalle de borne inférieure v et de borne
supérieure v. Un ensemble d’erreurs acceptables E peut alors être défini comme un
ensemble de contraintes :

E = {v(ti) | v(ti) ≤ v(ti) ≤ v(ti), i = 1, . . . , N}. (9)

Ces bornes peuvent être considérées constantes par rapport au temps ou variables.
Elles peuvent être déterminées par exemple à partir de données fournies par les
constructeurs de pièces électroniques.

Une boîte de paramètres est alors acceptable si et seulement si, à chaque instant,
l’erreur entre les mesures z et la sortie du modèle y appartient à E.

Afin d’estimer les paramètres du modèle (1), l’ensemble P de paramètres p doit
être calculé de telle sorte que les erreurs entre les mesures et les sorties du modèle
appartiennent à E :

P ={p ∈ [p0] | z(ti)− y(ti, p) ∈ [vi, vi], ∀i = 1, · · · , N},

= {p ∈ [p0] | [v(ti)] ⊆ E, ∀i = 1, · · · , N} .
(10)
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La caractérisation de l’ensemble P peut être considérée comme un problème d’inver-
sion ensembliste (6). Pour simplifier les notations, notons l’ensemble :

P = [v]−1(E) ∩ [p0]. (11)

La section suivante est consacrée à l’obtention d’une entrée optimale.

4. Entrée optimale via le critère MIGMAG

Dans cette section nous considérons la planification d’entrée optimale. Les entrées
u considérées ici dépendent d’un nombre fini de paramètres, ces paramètres seront
notés Ξ. Nous supposons que ces paramètres appartiennent à un sous-ensemble ad-
missible E qui dans notre cas sera une boîte de paramètres qui caractérisent les entrées
dites admissibles.

Dans un premier temps, nous mettons en évidence un critère permettant l’obtention
d’une telle entrée optimale. Ensuite, nous l’appliquons dans le cadre de la program-
mation dynamique. La programmation dynamique admet que des contraintes pratiques
puissent être imposées aux variables de sorties et d’entrées.

Dans un contexte à erreurs bornées, les éléments du vecteur de paramètres [p] ∈ P

doivent satisfaire à l’instant t :

[y]([p], u) ⊂ [z] = [z, z], (12)

où [z] = [z(t)− v(t), z(t)− v(t)] avec z(t) le vecteur de mesures à l’instant t et v(t)
le bruit de mesures à l’instant t. [zk] représente la kime composante de [z] et [y]([p], u)
représente la sortie du modèle à l’instant t évaluée en [p] et u(t).

A partir de la relation (12), la fonction d’observation [y] n’a pas d’expression expli-
cite. Il est possible de développer la fonction [y]([p], u) via une fonction d’inclusion de
forme centrée. Pour la kième composante [yk] de [y]([p], u), pour tout [p] ∈ P ⊂ [p0]
et m = mid([p]) (où mid([p]) représente le vecteur formé des milieux des compo-
santes du vecteur intervalle [p]), on a à un instant t, après allègement des notations :

[yk](m,u) +

np∑

j=1

([pj ]−mj)[
∂yk
∂pj

]([p], u) ⊂ [zk].

De cette inclusion, il est possible de tirer [pi] −mi (Kieffer, Walter, 2011) où [pi] et
mi représentent respectivement les ime composantes de [p] et m.

Si 0 /∈ [
∂yk
∂pi

]([p], u) nous avons :

[pi]−mi ⊂



[zk]− [yk](m,u)−

∑
j 6=i([pj ]−mj)[

∂yk
∂pj

]([p], u)

[
∂yk
∂pi

]([p], u)


 . (13)
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Nous supposons dans la suite qu’il existe des indices i = 1, ..., np, k = 1, ...ny et des

instants de mesures tels que 0 /∈ [
∂yk
∂pi

]([p], u) .

Nous voulons trouver une entrée u qui minimise la largeur de l’intervalle du deuxième
membre de la relation (13) afin de réduire le domaine de paramètres. Afin de trouver
un critère adéquat, les deux propositions suivantes sont utilisées :

PROPOSITION 11. — Le produit de deux intervalles [u] et [w] dont l’un est symé-
trique [u] = −[u] et l’autre quelconque est donné par :

[u]× [w] = [u]×mag([w]). (14)

On rappelle que : mig([x]) = min(|x|, |x|), si 0 /∈ [x], sinon mig([x]) = 0, quand
[x] devient une matrice, cette opération sera effectuée composantes par composantes
et mag([x]) = max(|x|, |x|).

DÉMONSTRATION. — Supposons que a, b, c sont des nombres positifs tels que a ≤
b ≤ c. Supposons que [u] = [−a, a].
Considérons [w] = [b, c], alors :

[−a, a]× [b, c] = [−ac, ac] = [−a, a]×mag([b, c]).

Considérons [w] = [−c,−b], alors :

[−a, a]× [−c,−b] = [−ac, ac] = [−a, a]×mag([−c,−b]).

Considérons [w] = [−b, c], alors :

[−a, a]× [−b, c] = [−ac, ac] = [−a, a]×mag([−b, c]).

Considérons [w] = [−c, b], alors :

[−a, a]× [−c, b] = [−ac, ac] = [−a, a]×mag([−b, c]).

D’où la proposition annoncée. �

PROPOSITION 12. — Le produit de deux intervalles [u] et [w] dont l’un est non sy-
métrique, mais tel que 0 ∈ [u] et 0 /∈ [w] est donné par :

[u]× [w] = ±[u]×mag([w]). (15)

DÉMONSTRATION. — Supposons que a, b, c, d sont des nombres positifs que a ≤ b ≤
c ≤ d. Soit [u] = [−a, b] qui contient 0.
Considérons [w] = [c, d], alors :

[−a, b]× [c, d] = [−ad, bd] = [−a, b]×mag([c, d]),

ceci est encore vrai pour a ≥ b.
Considérons [w] = [−d,−c], alors :

[−a, b]× [−d,−c] = [−bd, ad] = −[−a, b]×mag([−d,−c]),
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ceci est encore vrai pour a ≥ b.
D’où la proposition annoncée. �

Dans la suite nous posons :

Itk,i =

[zk]− [yk](m,u)−
∑

j 6=i([pj ]−mj)[
∂yk
∂pj

]([p], u)

[
∂yk
∂pi

]([p], u)

et St
k,j =

∂yk
∂pj

([p], u)

à l’instant t pour tout j = 1, ...np.
Notons :

[St
k,i] = [St

k,i, S
t

k,i]. (16)

Nous avons le résultat suivant :

PROPOSITION 13. —

Itk,i =
±([zk]− [yk](m,u)) +

∑
j 6=i([pj ]−mj)mag([St

k,j ])

mig([St
k,i])

DÉMONSTRATION. — Puisque [pj ] − mj est symétrique pour tout j ∈ {1, . . . , np}
avec la proposition 11, nous avons :

[pi]−mi ⊂

(
[zk]− [yk](m,u) +

∑
j 6=i([pj ]−mj)mag([St

k,j ])

[St
k,i]

)
, (17)

Si 0 /∈ [St
k,i, S

t

k,i], nous avons :

[St
k,i, Sk,i]

−1 = [
1

Sk,i

,
1

Sk,i

]. (18)

Si St
k,i > 0 nous avons mig([St

k,i]) = |Sk,i| et
1

mig([St
k,i])

= mag(
1

[St
k,i]

).

Si S
t

k,i < 0 nous avons mig([St
k,i]) = |Sk,i| et

1

mig([St
k,i])

= mag(
1

[St
k,i]

)

Si 0 ∈ [Sk,i, Sk,i], on a mig([Sk,i]) = 0.

Puisque 0 ∈ [zk]− yk(m,u) et 0 /∈
1

St
k,i]

nous avons , en utilisant la proposition 12 :

([zk]− yk(m,u))
1

[St
k,i]

= ±([zk]− yk(m,u))mag(
1

[St
k,i]

).

De plus l’intervalle
∑

j 6=i([pj ] − mj)mag([St
k,j ]) est symétrique, d’où le résultat

annoncé par la proposition. �

En fait nous pouvons préciser la longueur de Itk,i, notée w(Itk,i).
Nous avons :

w(Itk,i) =
w([zk]− yk(m,u)

mig([St
k,i])

+

∑
j 6=i w([pj ])mag([St

k,j ])

mig([St
k,i])

.
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Compte tenu de cette longueur, pour réduire la longueur de l’intervalle Itk,i, l’une des
solutions est de maximiser mig([St

k,i]) et de minimiser les mag([Sk,j ]) pour tous
j 6= i, ce qui peut se faire en minimisant

∑
j 6=i mag([St

k,j ]). Ce sont les facteurs sur
lesquels nous pouvons influer. Ceci doit être fait pour tous les instants de mesure t,
les indices i = 1, ..., np et les indices k = 1, ..., ny (tels que [St

k,i] vérifie bien les
conditions de départ). Pour cela, nous pouvons minimiser :

tmax∑

t=0

np∑

i=1

ny∑

k=1

np∑

j 6=i,j=1

mag([St
k,j ])

et maximiser :
tmax∑

t=0

np∑

i=1

ny∑

k=1

mig([St
k,i]).

Ceci peut se faire en minimisant le rapport de ces deux quantités. Cela nous conduit à
la fonction coût MIGMAG proposée ci-dessous :

THÉORÈME 14. — Un critère pour trouver une entrée optimale est le suivant :

j(Ξ) =

∑tmax

t=0

∑np

i=1

∑ny

k=1

∑np

j 6=i,j=1 mag([St
k,j ])∑tmax

t=0

∑np

i=1

∑ny

k=1 mig([St
k,i])

, (19)

où Ξ représente les paramètres caractérisant une entrée u prise en compte dans
notre démarche. Le théorème précédent entraîne les définitions suivantes :

DÉFINITION 15. — Le critère j(Ξ) est appelé critère de MIGMAG optimalité.

DÉFINITION 16. — Une entrée û est appelée MIGMAG optimale si :

û = argmin
Ξ∈E

j(Ξ).

5. Application

Dans cette section, nous nous intéressons tout d’abord à l’obtention de l’entrée
optimale via le critère MIGMAG pour le modèle donné en (3). Ensuite, nous estimons
les deux paramètres Czα̇ et Czq de ce modèle en utilisant cette entrée. Les résultats
d’estimation sont comparés à ceux obtenus avec une entrée non-optimale, proposée
dans (Jauberthie, Chanthery, 2013). Tous les résultats sont obtenus en simulation. Les
mesures sont simulées avec des valeurs de paramètres données respectivement par
−1, 8 et 5, les conditions initiales sont données par [x0] :

[x0] =




28.48, 28.52
6.27, 6.73
−0.23, 0.23
2.20, 2.66


 . (20)
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Le domaine de recherche inital des paramètres est donné par :

[p0] =

[
1.71, 1.89
4.75, 5.25

]
, (21)

ce qui correspond à 5 % d’incertitudes sur la valeur exacte des paramètres.
Les bruits de mesures sont bornés par :

[v] =




−0.04, 0.04
−0.25, 0.25
−0.25, 0.25
−0.25, 0.25


 . (22)

De plus amples informations sur ces bornes peuvent être trouvées dans (Coton et al.,
2001).

La durée de l’essai est fixée à une seconde. La condition d’arrêt pour SIVIA est,
dans un premier test, donnée par η = (0.01, 0.05) où la première valeur correspond
au seuil sur le premier paramètre à estimer et la seconde valeur correspond au seuil
sur le second paramètre à estimer. De la même manière, dans un deuxième test, la
condition d’arrêt pour SIVIA seta donnée par η = (0.002, 0.01). Le nombre total de
temps d’échantillonnage est N = 120.

5.1. Détermination de l’entrée optimale

Afin d’appliquer notre méthode, l’entrée admissible a été limitée aux entrées de
type "créneaux". Des travaux analytiques démontrent que les entrées sous forme de
créneaux donnent de meilleurs résultats que les entrées sinusoïdales pour l’estimation
des paramètres (Chen, 1975). Notre méthode basée sur la programmation dynamique
découpe l’intervalle de temps en étapes discrètes appelées horizons. Sur chaque hori-
zon, le critère associé et les sorties sont calculés (pour plus de détails, voir (Dreyfus,
1965)). Cette technique permet d’écarter toute entrée dont la trajectoire de sortie ne
satisfait pas les contraintes.

Afin de simplifier les notations, nous supposons que l’entrée u−u0 peut prendre 3
valeurs a, −a et 0 où a est une constante positive et u0 est une valeur constante (valeur
d ’équilibre de l’entrée par exemple, éventuellement nulle). Dans notre exemple, u0 =
δm0

(Coton et al., 2001). Les entrées testées par notre procédure sont alors données
par :

u(t) = u0 +

r∑

i=1

(aεi − aεi−1)H(t− τi−1), ε0 = 0, (23)

où H est la fonction Heaviside. La variable τi est l’instant de changement de consigne
pour l’entrée et εi ∈ {−1, 0,+1} pour i de 1 à r − 1. Les variables τi satisfont
τ0 < τ1 < · · · < τr−1. r est le nombre d’horizons.
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L’optimisation de l’entrée consiste, dans notre exemple, à optimiser Ξ donné par les
variables εi pour i de 1 à r. L’entrée optimale est alors de la forme :

û(t) = u0 +

r∑

i=1

(aε̂i − aε̂i−1)H(t− τi−1), ǫ̂0 = 0. (24)

Un exemple d’entrée de type (24) est donné en figure 1b.

Dans la section suivante, le critère j(Ξ) est calculé pour un nombre d’horizons
allant de 2 à 6. L’estimation de paramètres est effectuée en utilisant l’entrée optimale
(minimisant j(Ξ)). Ces résultats d’estimation sont comparés à ceux obtenus avec l’en-
trée non-optimale donnée en figure 1a.

L’algorithme permettant d’obtenir l’entrée optimisant le critère j(Ξ) est donné par
l’Algorithme 1.

Dans cet algorithme, tr décrit le nombre total de temps d’échantillonnage par ho-
rizons. Les fonctions eval − EDO et eval − sensibilite permettent respectivement
de calculer les solutions numériques garanties du système (1) et les sensibilités. La
fonction eval − critere permet de calculer le migmag pour chaque entrée testée.

Algorithme 1 Recherche d’entrée optimale (uopt)

Require: f , [x](0), r ;
Ensure: uopt;

1: initialization: [x](0) := [x](0), L := [x](0);
2: for i=1:r do

3: u(i) = consigne− entree(i);
4: [x](i) := Pop(L);
5: for j=1:tr-1 do

6: [x](j) = eval − EDO([x](j − 1), u(i));
7: L := L ∪ [x](j);
8: sensibility:=eval− sensibilite([x](j), u(i));
9: cout-intermediaire:=eval− critere(sensibility);

10: cout:=cout ∪ (cout-intermediaire, u(i));
11: j := j + 1;
12: end for

13: i := i+ 1;
14: parcours-cout(cout);
15: return(uopt)
16: end for

En utilisant le critère donné par l’équation (19), le tableau 1 a été obtenu :

La dernière colonne de ce tableau représente les valeurs obtenues sur chaque hori-
zon.

La valeur de j(Ξ) la plus petite est obtenue avec six horizons. Elle est de la forme :

û(t) = δm0 − aH(t− τ0) + 2aH(t− τ1)− aH(t− τ2) + aH(t− τ3), (25)
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Tableau 1. Valeur de la fonction coût j(Ξ)

Nombre d’horizons j(Ξ) Entrée (degrés)
2 2.864 [-4.2 -4.2]
3 2.828 [-4.2 -2.6 -1]
4 2.809 [-4.2 -4.2 -2.6 -1]
5 2.791 [-4.2 -2.6 -2.6 -1 -1]
6 2.787 [-4.2 -1 -2.6 -1 -1 -1]

avec a = 1, 6 degrés, τ0 = 0 s, τ1 = 0, 1667 s, τ2 = 0, 3334 s, τ3 = 0, 5001 s,
τ4 = 0, 6668 s et τ5 = 0, 8335 s.
L’entrée optimale est représentée en figure 2b :

(a) Entrée non optimale
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(b) Entrée optimale

Figure 2. Entrée non optimale u (a) et entrée optimale û (b)

5.2. Estimation de paramètres

Les entrées présentées dans la figure 2 ont été utilisées pour l’estimation des deux
paramètres.

Les résultats d’estimation sont donnés dans les tableaux 2 et 3, suivant la valeur
donnée au critère d’arrêt de l’algorithme SIVIA. Le premier est obtenu avec η =
(0.01, 0.05) (noté η1), le second avec η = (0.002, 0.01) (noté η2).

Tableau 2. Estimation de paramètres avec η1 = (0.01, 0.05)

Paramètre u û
Czα̇ [1.71, 1.89] [1.77047, 1.82109]
Czq [4.94531, 5.05469] [4.96875, 5.00781]

Quelle que soit la valeur de η, les intervalles estimés sont plus petits avec l’entrée
optimale que ceux obtenus avec l’entrée non-optimale.
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Tableau 3. Estimation de paramètres avec η2 = (0.002, 0.01)

Paramètre u û
Czα̇ [1.71, 1.89] [1.78875, 1.81125]
Czq [4.96875, 5.03125] [4.96875, 5]

Les intervalles estimés avec η2 sont naturellement plus petits que ceux obtenus
avec η1. La taille des intervalles estimés pour les paramètres Czα̇ et Czq via l’entrée
u est respectivement de 0,18 et 0,0625 ; celle via l’entrée optimale û est 0,0225 et
0,03125. Avec l’entrée optimale, la réduction de longueur des intervalles estimés sur
Czα̇ est de l’ordre |(wû − wu)/lu|= 87, 5 % et celle sur Czq est de l’ordre |(wû −
wu)/wu|= 50 %, le domaine de paramètres Czα et Czq a été largement réduit.

La figure 3a représente le domaine des paramètres estimés avec l’entrée non opti-
male, le calcul dure 390 s. La figure 3b représente le domaine des paramètres estimés
avec l’entrée optimale, le calcul dure 357 s. Dans ces figures, les boîtes acceptables
sont représentées par des blocs rouges et les boîtes incertaines sont représentées par
des blocs jaunes. Le contour est la boîte initiale [p0], le critère d’arrêt pour le décou-
page est η = (0.01, 0.05).

(a) Entrée non optimale u (b) Entrée optimale û

Figure 3. Boîtes acceptables et boîtes incertaines avec les entrées u et û,
η = (0.01, 0.05)

La figure 4 représente les résultats d’estimation avec η = (0.002, 0.01).

Nous pouvons remarquer qu’il n’y a pas de zone inacceptable dans la zone initia-
lement donnée. Cela est notamment dû au fait que la zone initiale de paramètre n’est
pas très grande. Des tests complémentaires avec un domaine initial donné par :

[p0] =

[
−10, 10
−55, 55

]
, (26)

et η = 0, 5 ont conduit aux résultats d’estimation suivants (figure 5), dans lesquels il
y a des zones rejetées, admissibles et incertaines.

Les résultats ont été obtenus en 2 567 s pour l’entrée non-optimale et 816 s pour
l’entrée optimale.
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(a) Entrée non optimale u (b) Entrée optimale û

Figure 4. Boîtes acceptables et boîtes incertaines avec les entrées u et û
(η = (0.002, 0.01))
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(a) Entrée non optimale u
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(b) Entrée optimale û

Figure 5. Boîtes acceptables et boîtes incertaines avec les entrées u et û

Les reconstructions des sorties du modèle avec les paramètres estimés sont don-
nées dans les figures 6 et 7 suivantes dans lesquelles les courbes en rouge représentent
les mesures et les courbes en bleu représentent les bornes supérieure et inférieure des
sorties du modèle :

(a) V (b) α

Figure 6. Reconstruction de V (a) et α (b)
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(a) q (b) θ

Figure 7. Reconstruction de q (a) et θ (b)

La figure 8 représente la reconstruction de la vitesse V avec la boîte incertaine
[−3, 3]× [−10, 10] et l’entrée non optimale d’une part puis l’entrée optimale d’autre
part.

(a) V avec u (b) V avec û

Figure 8. Reconstruction de V avec u (a) et û (b)

Nous pouvons remarquer que l’entrée optimale conduit à une intersection vide
entre la reconstruction de la vitesse et la mesure de cette vitesse, à partir de l’instant
t = 0, 8 s, ce qui n’est pas le cas de la reconstruction avec l’entrée non optimale.

La figure 9 représente la reconstruction de la vitesse V avec la petite boîte incer-
taine [1.5, 2]× [−10,−9.5] et l’entrée non optimale optimale d’une part puis l’entrée
optimale d’autre part :

La figure 10 représente les largeurs des enveloppes pour les deux reconstructions
précédentes de V .

Nous pouvons remarquer que l’enveloppe de la vitesse V reconstruite avec l’entrée
non optimale est plus large que celle obtenue avec l’entrée optimale jusque l’instant
t = 0, 64 s puis l’enveloppe reconstruite avec l’entrée optimale devient plus large.
Cependant la différence entre les largeurs est de l’ordre de 10−3 (sur V ) au maximum.
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Figure 9. Reconstruction de V avec u et û

Figure 10. Reconstruction de V avec u et û

6. Conclusion

Dans ce travail, nous avons mis en évidence l’impact du choix d’une entrée sur
l’estimation de paramètres. Nous avons proposé une procédure complète d’estimation
de paramètres incluant une étape d’optimisation d’entrée dans le contexte à erreurs
bornées. Le critère MIGMAG mis en évidence a été testé sur un modèle complexe
non linéaire d’avion et les résultats sont prometteurs.

Par ailleurs d’autres critères d’optimisation d’entrées peuvent être utilisés dans le
contexte à erreurs bornées. C’est un point que nous considérons actuellement. Nous
travaillons également à l’optimisation des instants de mesures, ce qui permettrait de
réduire le nombre de mesures considérées.

Cette méthode peut être aussi utilisée pour le diagnostic actif sur un système à
temps continu ou un système hybride.
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