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Résumé

Dans cet article, nous étudions la décomposition en ondelettes et en paquets
d’ondelettes des processus aléatoires stationnaires au sens large. Le cadre choisi
pour I’exposition est celui de I’intégrale stochastique. Dans le cas des processus
a bande limitée, qui sont ceux rencontrés dans la pratique, nous étudions le
comportement asymptotique des moments d’ordre 1 et 2 des suites des ceefficients
d’ondelettes, en donnant les conditions de convergence de ces suites vers des
séquences blanches en fonction de la régularité et du niveau de décomposition. Le
lien étroit entre ces résultats et la localisation fréquentielle des paquets d’ ondelettes
est analysée.

Mots clés : décomposition en paquets d’ ondelettes, décomposition en ondelettes,
processus aléatoires, processus aléatoires stationnaires au sens large, intégrale
stochastique, propriétés statistiques des ceefficients d’ondelettes, localisation
fréquentielle des paquets d’ondelettes.

Abstract

This paper deals with wide-—sense stationnary processes analysis through wavelet
and wavelet packets decomposition. This study is based on the theory of Stochastic
Integral. In the case of band-limited processes (which are those encountered at
most from a pratical point of view), we show that the wavelet packets ceefficient
ara asymptotically uncorrelated random variables, taking into account the wavelet
packets regularity and the decomposition level. The relation between this conver-
gence toward uncorrelated random variables and the subspaces frequency local-
ization is analysed.

Key words : Wavelet packets decomposition, wavelet decomposition, random
processes, wide—sense stationnary random processes, stochastic integral, wavelet
coefficients statistical properties, wavelet packets frequency localization.

NOTATIONS

=

Transformée de Fourier
BH Base de Hilbert

C Corps des complexes. Soit z €@, T désigne
le conjugué de z

R Corps des réels

Z Ensemble des entiers relatifs

N Ensemble des entiers naturels

F(Z) Ensemble des parties finies de Z
F(N) Ensemble des parties finies de IV
L?(R) Ensemble des fonctions numériques & valeurs
: dans(, de carré sommable
feL*R) & [RIf(x)dz < +o0
L?([0,27]) Ensemble des fonctions complexes
27-périodiques et Ly intégrables
12(z) Ensemble des suites sur Z, 4 valeurs dans,

de carré sommable
(F(n)n € 2(Z) & X cz | F(n) P< +o0
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EF(f), f désigneront la Transformée de Fourier de f
X1 Fonction caractéristique de I’ensemble I C R
zeley(z)=letx ¢ & x(z)=0

Soit I, un sous-ensemble de R, et A € R, on définit I’ensemble
M par M = {)z/x € I}

Soit I, un sous-ensemble de R, et A € R, on définit I’ensemble
I+ dpacl+ A A={A+z/zel}

L?(R) est munie de la norme dite Lo, définie par : ||f||* =
fR | f(x)|?dz, associée au produit scalaire défini par : ¥(f,g) €
L2(R) x L*(R), (flg) = [g f(2)g9(z)dz

Soit V' un sous-espace de L*(R), alors V = Clospz(p)(0n/n €
Z) signifie que (6,),.7z est une base de Riesz de V, c’est-
a-dire, que quelle que soit f, élément de V, il existe une
unique suite de coefficients c,(f)), indexée sur Z, telle que
la famille (c,(f)0r),cz soit sommable de somme f : f =
> neZ Cn(f)0n, au sens de la norme L.

71 est’opérateur retard : pour f dans L2(R), (7. f)(z) = f(z—k)
D est I’opérateur de dilatation : pour f dans L2(R), (Df)(z) =

(%)

Cet opérateur est une isométrie de L?(R).

1 « Introduction

Les algorithmes d’analyse du signal et de I'image par ondelettes
suscitent beaucoup d’intérét, autant pour les améliorations tech-
niques (notamment en ce qui concerne le codage de I”information,
la synthese de signaux) qu’ils permettent que par les concepts
nouveaux ou la généralisation de théories plus anciennes qu’ils
apportent (filtrage demi—bande et filtres miroirs en quadrature).

SiI’application des algorithmes de décomposition orthonormale
(algorithme de Mallat [Mal2] et paquets d’ondelettes [Mey!],
[Mey2], [Chui]) sur un signal s(¢) ne souléve aucun probleéme

|s(t)|?dt <

+00), il n’en va pas de méme dans le cas d’une version bruitée
z(t) = s(t) + b(t) ol b(t) est un processus stationnaire au sens
large : les trajectoires d’un tel processus n’étant pas en général
d’énergies finies, définir le comportement d’un algorithme de
décomposition appliqué a ce type de signal requiert certaines
précautions théoriques.

théorique dés que le signal est d’énergie finie (

La décomposition de processus stochastiques harmonisables au
sens de Loeve dans le cadre d’une analyse multirésolution
réguliere au sens de Meyer a été décrite par P.W. Wong ([Wong]),
ainsi que par C. Houdré et co—auteurs ([Houd1], [Houd2]), dont
les récents travaux concernent notamment les liens théoriques
entre décomposition en ondelette et processus stochastiques sta-
tionnaires du second ordre. Ici, nous nous proposons de déter-
miner le comportement d’une décomposition arborescente de type
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paquets d’ondelettes, non nécessairement réguliére au sens
de I’analyse multi-résolution, lorsque celle—ci est appliquée a
un processus stochastique stationnaire au sens large, continu en
moyenne quadratique. Parmi ces processus, ceux dont la mesure
spectrale est a support compact sont d’ailleurs parmi les plus im-
portants dans la pratique du traitement du signal. En effet, un
signal utile s(¢), perturbé par un bruit b(t), supposé stationnaire,
est, préalablement a toute numérisation, filtré par un filtre anti—
repliement respectant le théoréme de Shannon en ce qui concerne
le signal s(t), de telle sorte que le signal que 1’on échantillonne
est s(¢) +x(t) ob x(t) est le résultat du filtrage de b(t) par le filtre
anti-repliement. Le bruit z(t) est donc non seulement station-
naire, mais aussi a bande limitée (égale 2 la largeur de bande du
filtre anti—repliement). D’ou I’opportunité de savoir décomposer
de tels processus.

Comme nous I’évoquions ci—dessus, aucune hypothese de régu-
larité (au sens de 1’analyse multirésolution) sur les filtres miroirs
en quadrature utilisés ne sera requise dans un premier temps. La
théorie développée se prétera parfaitement au calcul des moments
d’ordre 1 et2 des variables aléatoires que sont les ccefficients d’on-
delettes issus de la décomposition, et via ensuite 1’adjonction de
quelques hypothéses supplémentaires, nous pourrons déterminer
aussi le comportement asymptotique de ces moments d’ordre 1
et 2, lorsque le niveau de décomposition et la régularité des fil-
tres miroirs en quadrature croissent. Nous verrons que les résultats
obtenus sont en fait étroitement 1i€s a la localisation fréquentielle
des paquets qui n’est hélas pas aussi prometteuse que 1’ intuition
pourrait le laisser prévoir comme le note Y. Meyer dans [Mey2].

Venons—en a présent & 1I’organisation du travail.

Le paragraphe 2 est consacré a la présentation du matériel clas-
sique, nécessaire a la compréhension de la suite de I’article, et
concernant :

— les paquets d’ondelettes
— le splitting lemma

—I’application du splitting lemma & la décomposition d’espaces de
Hilbert séparables rapportés a une base de Riesz (dont I’espace
des fonctions a spectre dont le support est contenu dans un
compact fixe).

Le paragraphe 3 aborde le probleme de la décomposition d’un
processus stationnaire en paquets d’ondelettes. Le cadre choisi
pour I’exposition est celui de I’intégrale stochastique.

Au paragraphe 4, qui constitue le cceur du travail, nous étudions
les propriétés statistiques du premier et du second ordre des
ceefficients d’ondelettes associés a un processus stationnaire et
leur comportement asymptotique. Ce développement est 1’occa-
sion d’approfondir les problemes liés a la localisation des paquets
d’ondelettes en identifiant les relations étroites entre cette méme
localisation et les comportements asymptotiques des moments
d’ordre 2 des ccefficients issus de la décomposition.

Le paragraphe 5 décrit les conclusions et perspectives majeures
issues de ce travail.
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consacré et aussi, pour nous avoir signalé les travaux de MM.
Conze et Raugi (cf [Rau]), qui obtiennent par des moyens diffé-
rents, des résultats similaires aux nétres (la différence essentielle
résidant ici dans I’étude du comportement asymptotique que nous
développons), et ceux de E. Séré (cf [Séré1] et [Séré2]), qui précise
la localisation fréquentielle des paquets d’ondelettes selon les fil-
tres miroirs en quadrature utilisés.

Nous remercions aussi la Direction des Recherches, Etudes
Techniques (D.R.E.T.) et plus particulierement Monsieur Rou-
chouze (D.R.E.T., groupe 1), dont I’intérét scientifique et le sup-
port matériel ont permis I’aboutissement de ces travaux (contrat
D.R.E.T. 92-410).

Enfin, nous remercions 1’un des experts du comité de lecture pour
ses suggestions concernant certains points techniques et la pré-
sentation du travail.

2. Filtres miroirs en quadrature, splitting
Lemma, Paquets d’ondelettes

Nous allons ici fixer les notations et hypothéses principales
utilisées dans ce travail.

2.1. ANALYSE MULTIRESOLUTION

Un sous—espace U de L?(R) sera appelé espace d’interpolation
de pas 2P avec p > 0, si U est I’adhérence dans L2(R) du sous—
espace engendré par les translatées (Tor.x14) . 7z dune fonction
de L*(R), telle que lasuite (7ap.x 1), Z SOit une base hilbertienne
de U, et on notera cet espace U = Clos 2R (Ter-xt/k € Z).
La fonction p est appelée fonction d’interpolation. Les fonctions
d’interpolation que nous utiliserons dans la suite seront supposées
réelles.

On désignera par hg et b1, deux filtres miroirs en quadrature
de Transformées de Fourier respectives mgo(w) et m1(w) et res-
pectivement associées a la fonction d’échelle ¢ et a I’ondelette
orthogonale .

Nous rappelons quelques propriétés utiles de ces fonctions :

(a) on suppose mg(&) dérivable et telle que mo(0) = v/2

(®) [mo(&)* + Imo(§ + )| = 2

(c) mg(€) est non nul sur [—7/2, 7 /2]

(d)m1(€) = e Emo(€ + )

(e) ho(k) = (Dep|mep) et hy(k) = (D¥|1pp) ol D est I'opé-
rateur de dilatation et {|) désignent le produit scalaire sur L?(R)
() V20(2€) = mo(€)B(€) et V2T (2€) = m1(£)B(€) ot (€
et W(&) désignent les Transformées de Fourier respectives de ¢
et 0.

. Décomposition d’un processus stationnaire du second ordre

© 2() = TT Z5mo (5)

k>1

2.2. PAQUETS D’ONDELETTES

Un résultat fondamental : le Splitting Lemma

Nous rappelons ici, sous une forme adaptée a nos besoins, le
classique « Splitting Lemma », dont on trouvera une version dans
[Mey1], [Chui] et [Daub3].

2.2.1. Lemme (Splitting Lemma)

Soit U = Closzz(gy (Ter.x 1t/k € Z) un espace d’interpolation
de pas 27 dont (7gp. (1)}, Z €St une base de Hilbert.
Soient deux filtres miroirs en quadrature mg(w) et mq{w), de
réponses impulsionnelles respectives hg(n) et hi(n).

Soient 10 = 3™ ho(n)(72.n 12) et 11 = ¥y (1) (7350 0).

Alors (Tops1 i) ez €t (Tovsr g ')z SONt des bases de
Hilbert des espaces d’interpolation de pas 2P+ :

UO = ClOSLZ(R) <T2p+1 k /,Lo/k € Z>

Ut = ClOSL2(R) <’T2p+1ky,1/k S Z>,
qui sont tels que U = U° @, U

Pour la commodité du lecteur, nous donnerons une preuve de ce
résultat a I’annexe 1.

Il est a noter, cela est essentiel, que les filtres miroirs en quadrature
mo(€) et my{€) ne sont en rien liés a la fonction 4. En particulier,
on pourra décomposer I’espace Vg des fonctions f de L?(R)
telles que le support de I f est contenu dans [—7, 7.

Pour f = Y ci(mepn) € U, nous désignerons par P°f,

k

¢ € {0,1}, la projection orthogonale de f sur I’espace U*.

Si on désigne par ¢ = (cg)g et par ¢¢ = (c)r la suite des

ceefficients de f etde P°f = Y cf (74 p), on dispose de la rela-
k

tionc® = A(ht * ¢)ou bt (k) = he(—Fk) et A désigne 1’ opérateur
de sous—échantillonnage par 2.

Nous pouvons prendre p = ¢ ((ps(t) = W), p = 0,et
décomposer V. '
Nous pouvons aussi, si i est une fonction de L?(R) telle que
(Tk 1),z soit une famille orthonormale (nous dirons alors que
i est une fonction d’interpolation orthonormale), considérer les
suites ¢ € 12(Z) et ° € 12(Z), ¢t € [*>(Z) déduites de ¢ par
I’action de i et hf comme précédemment, pour engendrer des
éléments f € U, fO € U%et f! € U, telles que

F=elmem), 1= cilmen)
k k

avec i = 32 he(n) (7 1)
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2.2.2. Application des paquets d’ondelettes a la décom-
position d’un espace d’interpolation de pas 1

Dans la suite, la notation g, désignera un élément g =

(€1,-..,€p) de {0,1}P. On introduit alors la suite de fonctlons
suivante

u§p =
€, € {0,1}7. On a alors la relation
(Fuee)(€) = me, (E2°71)(F pfe1(€))

avec la convention pfo = p.

Y he, (k) (Tgp-1. pfr-1) pour tout p € N* et
%

Une récurrence aisée montre alors que :

(F =) (©) = [] mec (€25 D (Fu)(€).

- k=1

Si on introduit les espaces Ur = Clospz(gy(Tor.x ¢ /k € Z),
avec U%0 = U de maniere conventionnelle, le Splitting Lemma
permet d’écrire que, pour tout p > 1,

£y — U(SP’O) B U_p?l)

Sif=23 ck(rep) € Uetc= (cx)i et en désignant par PS» f
k

la projection orthogonale de f sur U<» nous avons

P f = Zcip(’rgp.k /L)
k

et nous dirons que les ci” sont les ccefficients de f dans sa

décomposition dans 1’arborescence des US». Nous noterons c&»
£

la suite des (c;” ). On passe de la projection P=» f de f sur US»

aux projections P& f de f sur U ot ¢ € {0, 1}, par la

relation &) = A(h} x ).

2.2.3. Décomposition de I’espace d’interpolation de
Shannon

Nous allons maintenant décrire, selon le schéma qui précéde, la
décomposition de U = V. On peut prendre i = sinc = 5
et deux filtres miroirs en quadrature mg(w) et mq(w) sans liens
particuliers avec . On aura ici, puisque p = ¢° = XA avec
A= [—-7,+7]:

H Mey, (§2k—1) XA (5)

k=1

(Fuee)(€) =
avec : A = [—m, 4.
Mais on peut aussi choisir pour mg(w)(£) et mq(w) les filtres

miroirs en quadrature associés directement a ’analyse multi—
résolution dite de Shannon : m3 (£) et m{(€). La relation

V2(Fp9)(26) = m§ (€)(F¢®)(¢)
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et la 2r—périodicité de mg , donnent immédiatement

= \/52 XAo (g - 27’L7I')

ol Ao = {—%, —|—%]
On obtient ausst

m{(€) =e %V23 xa,(E+ 7 —2nm)
=V2e7% Y xa, (€ — 2n7)

avec Ay = [~-m, U [5, 7]

En utilisant les filtres m§ (&) et my (£), on génére une décom-

pos1t10n «idéale » de I’espace V;®. Nous désignerons alors par
€5 les fonctions e lorsqu’on utilise ces filtres idéaux m3 (€)

et m5 (€), pour lesquelles nous avons :
P
(Fper)(€) = [T mZ, (2" Dxale),
k=1

olg, = (e1,--.

7€P) € {O’ l}p
La notation us Er gsera réservée aux fonctions du type e
lorsqu’on utilise des filtres miroirs en quadrature quelconques

et u =sinc = ¢, de sorte que :

(Fp®)(€) = [] me. (€25 )xa(€)

k=1

Pour la suite, nous aurons besoin de connaitre de fagon précise,
la valeur exacte des fonctions Fgos’ép. Cette précision technique
est donnée par le résultat suivant.

2.24. Proposition

Avec les notations qui précédent, on a, pour tout entier p € N* et
tout p-uplet g, = (¢1,...,&,) € {0,1}7, Fp®% = 2P/2x e,
oll A% est ’ensemble :

=1,

Afe = [—afr — 2117 —a®#| U [af», a%r +

orp
avec
a*» =n>% 2,,,
ii) les entiers n®» € {0, ..., 2P —1} étant donnés par 1’algorithme
suivant :

aypourp=1,¢g, =¢; =c € {0,1]etn®» =¢
b)

Sigppr =0

Si nfr est pair :

nEe+1 = Infr et gfrtl = gfp

Sinf» = 1 est impair :

nfr+1 = 2nfe + 1 et aSo+r = g% + PTES
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Si Ep+1 = 1
Si nfr est pair :

™

nfe+l = Infe + 1 et g+t = afr +

op+1
Sin®» = 1 est impair :
nfr+1 = 2nfr 4 1 et afer1 = gf»

Preuve : Nous omettrons la preuve de cet exercice de routine.
Remarques :
1) On dispose de la formule de récurrence :

nép+i = 3n§p + Eptl — 28 (M)

2

ol E(x) désigne la partie entiére de x.

2) S7il se peut que la suite n®» n’admette pas de limite lorsque
p croit, par contre, la suite a®» admet une limite lorsque p tend
vers Dinfini, pour tout ¢ = (g;);>1 € {0, 1Y tout p € N*
et avec g, = (€1,...,€p). En effet, il suffit d’observer que
afrtt — @ < o, ce qui assure que la suite ar est une suite
de Cauchy. Nous noterons ¢ = lim a®r.

3) Le résultat précédent fournit la localisation fréquenticlle des
paquets d’ondelettes lorsqu’on utilise les filtres idéaux pour la
décomposition de V°. Lorsque ce ne sont pas les filtres idéaux
qui sont utilisés pour décomposer V¥, mais des filtres miroirs en
quadrature quelconques, le résultat précédent approxime seule-
ment la localisation fréquentielle des fonctions

(Fu®%)(€) = [ ] me. (€251 (Fe®)(€)

k=1

et nous verrons que la précision de cette localisation est liée a la
régularité des filtres miroirs en quadrature (cf paragraphe 4.3.3).

3. Décomposition de processus
stochastiques stationnaires
par paquets d’ondelettes

Comme précisé dans I’introduction, nous nous proposons de don-
ner une décomposition d’un processus stochastique, stationnaire
au sens large, continu en moyenne quadratique selon une arbores-
cence du type paquets d’ondelettes comme décrit dans les sections
précédentes. Lorsque nous parlerons de « décomposition d’un
processus », nous nous plagons du point de vue de I'ingénicur
en traitement du signal. Ayant 2 traiter des signaux bruités et dis-
posant d’un algorithme de décomposition selon une arborescence
en paquets d’ondelettes comme envisagée en 2.2.1., la question
qui se pose est de savoir comment se comporte cet algorithme

_Décomposition d’un processus stationnaire du second ordre

lorsqu’on I'applique & un signal bruité et, en premier lieu, a
un bruit pur. Pour répondre & ces questions, nous utiliserons la
représentation d’un tel processus sous la forme d’une intégrale de
Fourier d’une mesure stochastique orthogonale, telle qu’elle est
décrite dans [Gui—Sko] et au sujet de laquelle nous allons faire un
minimum de rappels en suivant cette référence.

3.1. INTEGRALE STOCHASTIQUE ET APPLICA-
TION AUX PROCESSUS

3.1.1. Mesures et Intégrales Stochastiques

Soient {Q, T, P}, un espace probabilisé et L2 {2, T', P} I’espace
des variables aléatoires a valeurs complexes de carré intégrable.
Soit d’autre part, un espace mesuré complet { £, B,m} tel que
B soit la tribu engendrée o(Bg) par la famille By des €léments
de B de mesure finie pour la mesure m, supposée positive.
On suppose que {F, B, m} est obtenu par prolongement d’une
fonction simplement additive m, sur un anneau de parties M
associé a une application X de M dans Lo{Q, T, P}, telle que :
(DVA €M, X(A) € LoAQ, T, P} et X(@) =0

Qv (Al,Ag) € M x M,Al N Ay = X(Al U Ag) =
X(Ay) +X(Az)

B)V (A1, 82) € M x M, E[X(A1)X(A2)] = m(A1 N Ag)
Ondit quelafamille { X (A/A € By} estune mesure stochastique
orthogonale élémentaire et que m est sa fonction structurelle.

La classe Lo{M} des fonctions simples est constituée des fonc-
tions de E dans ¢ de la forme

n
f= ZCkXAk avec A € M.
k=1

Lintégrale stochastique d’une telle fonction f de Lo{M} est la
variable aléatoire

1(f) = / FEOAX(E) = aX(A).
k=1

Pour deux fonctions quelconques f et g de Lo{M}, on pourra
écrire

n n
f= ZCkXAk et g = deXAk,
k=1 k=1

les Ay étant disjoints 2 2 2 car M est un anneau.
Par suite

BU(N TN = [ FOT@dm© = Y o
k=1

Désignons par Lo{M} Lladhérence de Lo{M} dans
Lo{E, B,m}. Lapplication I s’étend en une isométrie, en-
core notée I de Lo{M?} sur ’adhérence Lo{X} de Lo{X} =

I(Lo{M}). On écrira encore I(f) = /f(g)dX({) pour f €
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Lo{M} et on appellera I(f) I'intégrale stochastique de f par

rapport 2 X. On a encore E[I(f)I(g)] = /f(g);(f_)dm(g)

pour f,g € Lo{M} = L3{E, B,m}, cette demiére égalité
traduisant la densité des fonctions simples dans L,{FE,B,m}
comme usuellement.

Si maintenant By est la famille des A de B tels que m(A) est
finie, de telle sorte que B = o(By), on désignera encore par X
la fonction d’ensemble de By dans Lo { X } définie par

X(4) = / XA(©) dX(€) car xa(€) € Lo{E, B, m}.

La fonction X ainsi prolongée vérifie

=> X(An

n>1

X(Up>1 Ap)

avec convergence dans Lo {2, T, P}si A, € Boet A;NA, =0
pour j # k ainsi que F[X(A) X(B)] =m{ANB)pour A, B €
By. Elle est encore appelée mesure orthogonale stochastique.

3.1.2. Application aux processus stochastiques

Considérons 4 présent un processus aléatoire x(¢) hilbertien
(Vt € R,z(t) € L2{Q, T, P}),continuen moyenne quadratique,
stationnaire au sens large (E[z(t) = mg, E[z(t)z(s)] =T'(t —s)

ou I est continue). On sait alors qu’il existe une mesure m, posi-
e dm(¢) (théoreme de

Khintchine, m est la mesure spectrale du processus).

tive et bornée sur R telle que ['(t) =

Désignons par La{z} I’adhérence dans Ly {Q, T, P} de I’ensem-
n

ble des variables aléatoires de la forme ) ¢ z(t;) pour n € N*

k=1

et —oo < t; < tg < ... < t, < oo et par Ly{m} I'espace

Ly{R, B,m}. 1l existe alors une mesure stochastique orthogo-

nale X sur (R, B) (ol B estla tribu associée a m) associée a (%)

de telle sorte qu’il existe une isométrie entre Lo{m} et Lo{x}, qui

échange z(t) ete "¢, x 4 et X (A) et pour laquelle z(t) s’ exprime

sous forme d’une intégrale stochastique :

o(t) = [ ax(e

Si f et g, deux éléments de Lo{R, B,m}, définissent les va-
riables aléatoires I(f) et I(g) de Lo{,7,P} par I(f) =

/ F(€)dX(E) et I(g) = / (&) dX(€), on a EI(NT(g)] =

/ FOFE dme).
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3.2. PAQUETS D’ONDELETTES ASSOCIES A UNE
MESURE ORTHOGONALE STOCHASTIQUE
RELATIVEMENT A UN ESPACE D’INTER-
POLATION ET A 2 FILTRES MIROIRS EN
QUADRATURE

Ce paragraphe est consacré au résultat que voici.

3.2.1. Théoréme

Soit X une mexsure stochastique orthogonale a valeurs dans
Lo{Q, T, P}, associée a la mesure structarelle positive m sup-
posée de laforme dm = 5=(£)d€ avec y(£) € L°(R)NL'(R).
Soit U = Clospz(g)(Txpt/k € Z) un espace d’interpolation de
pas 1 dont une base de Hilbert est (744),c 7, pour o € L?(R)
donnée.

Soient mg(&)et mq(§) deux filtres miroirs en quadrature, de
réponses impulsionnelles respectives hg(n) et hi(n) (indépen-
dants de p) réelles.

On définit les fonctions pi%» de L*(R) pour g, € {0,1}, p € N¥,
par pfo = petpourp > 1, par:

,LLEP = Z hz—:p (k)(sz—l k/ﬁv—l).
keZ

Soient enfin les variables aléatoires hilbertiennes définies par :
o o= 1 (eﬂpkgm) ot [ est I'intégrale stochastique
associée aux données de X et m.

On a alors, pourtoutk € Z,p € IV :

—p+1 —p’
2 : h€p+1
ne

la convergence ayant lieu au sens des familles sommables dans
I’espace de Hilbert Ly {2, T, P}.
Démonstration :

2

] ol

Z he,,, (n — 2k)c

neJ

p+1

Nous allons étudier £ “77

Spr1 _ Ept1
ny; =¢

et J est une partie finie de Z.

Puisque USr+1 C USr (notations du paragraphe 2.1.), on a
Top+1. 5571 qui est élément de US» et qui peut donc &tre écrit
sous la forme :

Topt1. p UEPHT = E <7-2P+1<kﬂgp+l TQ?nMEP>(72PnM£”)

neZ

Mais on dispose des égalités :

<y,—p+1

=h n— 2k).

<7-2p+1,k/ﬁp+1 sznu§p> Tow (n—2k) p>

p+1(
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Aussi

Top+1 pEP+1 = Z hepyr (0= 2k)(Top n i),

nGZ

qui donne par Transformée de Fourier et conjugaison complexe :

3 by, (n = 2k)2 " TERE)(E).
nEZ
(1

2P+ 173 (Fﬂ-y+1 5)

Il vient alors, d’apres les définitions :

Z h€p+1( )C%p

neJ

- / TG

Ept1 —p+1

UZ;

=5 By (- 2K) / e (Fug) (€)dX ()
ned
— [ [ e

= 3 ey (n = 2k>ei2”"5<Fu§p><5>} ax(€)
neJ
D’apres I’hypotheése faite sur la mesure structurelle
dm = %y(g)dg, la fonction qui figure dans cette derniére
intégrale stochastique est élément de Lo{R,B,m}. Par
conséquent :

Un—p%—l
= £ ey = 20 ST )

et puisque v(§) € L>°(R), nous avons :

2] < Inles /
— 2w R

= 52 Doy 0 — 2R) S TEENE)| d(E)
neJ

e R FpE ) (€)

qui peut &tre rendu arbitrairement petit d’aprés (1). D’ou la
proposition.
Nous résumerons formellement ce résultat par la relation :
€ _ + £
1 = A (h,sp+1 c—P)

avec ¢&» = (Ci”)k et ol A désigne I’opérateur de sous—échantil-
lonnage par 2.
Nous allons appliquer le résultat précédent au cas d’un processus

z{t), hilbertien, stationnaire au sens large continu en moyenne
quadratique et de mesure spectrale dm = 5=(£)d§, avec y(€) €

L>(R) a support contenu dans [—, 7] (Bande spectrale limitée
a [—, ). Nous pouvons écrire ce processus sous la forme

z(t) = / e*tdX (€)

. Décomposition d’un processus stationnaire du second ordre

ot X est une mesure stochastique orthogonale associée au pro-
cessus et de mesure structurelle m. Nous prendrons alors p = ¢
et introduirons les variables aléatoires, pour p > 0 :

& = /emkg(FMS’QP)(ﬁ)dX(S) (p 2 0).
Si on calcule (k) — ¢;°, il vient :

o(k) - et = [eH1 - (P®)©NaX(©)
puis

Blla) - 1) = 5 [ 1= (FeDN©P @)

cequiassure z(k) = cio. L’ application du théoréme 3.2.1. permet
alors d’énoncer (avec les notations de 3.2.1.) :

3.2.2. Théoreme

Soit xz(¢) un processus hilbertien, stationnaire au sens large,
continu en moyenne quadratique, de mesure stochastique X,
associée a la fonction structurelle m telle que dm(€) = 3=v(£)d¢
avec v(€) € L°(R) a support dans [—,w|. Les variables

aléatoires hilbertiennes c,” définies par

& = [ ETE@ax )
pour p € N, k € Z, vérifient :

@) ci" = z(k) (i) ¢ "p‘“ Z he,1(n ~ 2k)

neZ

4. Propriétés statistiques du premier et du
second ordre des coefficients d’ondelette
d’un processus stationnaire et comporte-
ments asymptotiques

Nous retournons ici & I'étude d’un processus hilbertien z(t)
stationnaire, continu en moyenne quadratique, que ’on peut
eCtdX(€), 1a

mesure stochastique orthogonale X étant de mesure structurelle
dm(£) = 5=v(§)d¢, avec v(€) € L>®(R) N L*(R). La fonction
d corrélation de z(t) peut alors s’ écrire sous la forme

écrire comme une intégrale stochastique z(t) =

I(t.5) = Bl =T(t—s) = 5 [e50-r(e)de
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Le cas oll ¥(§) est a support compact dans [—7, 7] n’est alors
qu’uncas particulier de ces hypotheses pour lequel, lorsque p = 0,
fes valeurs ci" sont directement égales aux échantillons de bruit,
comme nous 1’avons montré au paragraphe 3.2.

D’apres le paragraphe précédent, nous avons, pour tout p € IV :

Cip_H = Z hsp_H(n — Qk)c%”
neZ

avec

& = / e R (P (€)dX (€)

4.1. CALCUL DES MOMENTS

Nous allons étudier les moments d’ordre 1 et 2 des variables
. £
aléatoires ¢;”.

4.1.1. Moment d’ordre 1 (ou moyenne)
Comme ¢ = 3> he,,(n ~ 2k)c%” converge dans
neZ

L{Q,T,P},ona:

Bl =3 heypy(n—26) Bl
nEZ

Pour p = 0, &;° = z(n) et donc E[ci?] = E[z(n)] est égale 2 la
moyenne du processus que nous noterons m, = E[z(t)].
Nous obtenons alors

Bl = Y heyy (n—2R)E[c] =my > he,., (n— 2k),
nez nEZ

soit
Elt] = my me, (0)

Par une récurrence immédiate, on obtient, plus généralement :
. P
Ele] = mg H e, (0)
j=1

En particulier, £/ [ci"] sera nul des qu’il existera § € {1,...,p}
tel que £; = 1 et sera non nul si et seulement si, quel que soit

J € {1,...,p},onae; = 0,auquel cas E[cg)’o"“’o)] = mg2P/2.

4.1.2. Moments d’ordre 2

s 3 A e g
Par définition des c,” et grice aux propriétés d’une intégrale
stochastique, on obtient de maniére immédiate :

+o0
€, €, 1 i£2" :
Elc¢”) = o ,/6152 (k#)\Fﬂ%(&)] v(€)de
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4.1.3. Cas d’un bruit blanc centré

On peut montrer, en utilisant la notion de processus généralisé,
que les calculs précédents restent valables dans le cas d’un bruit
blanc, centré, de variance o2, pour lequel nous avons m, = 0 et
v(€) =02, d’otr:
£
Elc’]=0

et

+ oo
N N 2
El¢r e =0’ /6152”(16—1)‘1?&1,(5), de
—o0
= 0'26k,l

puisque (72 kp%?), ¢ Z est orthonormale. Nous pouvons donc
énoncer la proposition suivante :

4.1.3.1. Proposition

La décomposition d’un bruit blanc centré conduit, 4 tout niveau
de décomposition, 2 des séquences blanches de ceefficients d’on-
delettes de méme variance.

Pour la pratique, il devient maintenant intéressant de connaitre le
comportement aysmptotique de ces moments lorsque p tend vers
I'infini et lorsque le bruit n’est pas forcément blanc au départ.

4.2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
DES MOMENTS D’ORDRE 1

Le cas des moments d’ordre 1 est sans difficulté.

Sipourtout j € N, eg; =0, onaura:

lim Ele) = i 0
Lm [¢F] =400 si my #
et .
lim El¢]=0sim,=0
p—-+oo

tandis que, si pour un j, &€; =1, onaura:

lim E[c‘i"’] =0

p——o0

4.3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
DES MOMENTS D’ORDRE 2

L étude des moments d’ ordre 2 est plus délicate, et nous allons tout
d’abord étudier le cas particulier de la décomposition en ondelette,
avant de traiter le cas général de la décomposition en paquets
d’ondelettes. Dans les deux cas, nous aurons besoin d’hypothéses
supplémentaires.
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4.3.1. Cas de la décomposition en ondelettes de I’espace

des fonctions a spectre de support compact

Cette décomposition arborescente est le cas particulier de la
décomposition en paquets d’ondelettes ou les p-uplets ¢, véri-
fient, pour tout p :

soit, pour tout j appartenant a {1,...,p},e; =0
—1l},g;=0eteg, =1
Nous utiliserons des filtres miroirs en quadrature tels que nous les
avons caractérisés par les relations (a) a (c) au paragraphe 2.1.

soit, pour tout j appartenanta {1,...,p

Comme nous nous placons dans le cas de la décomposition en
ondelette de V®, la décomposition fera intervenir les fonctions :

(Fu®e)( mo (€25 1) xa(€),

i :]w

danslecas ¢, = (0,...,0),
ou bien les fonctions

p—1
(Fu)(€) = ma(€2°71) [ mo(€2*")xa(8),
k=1
dansle cas g, = (0,...,0,1).
Comme précédemment, nous considérons un processus hilbertien
z(t) stationnaire, continu en moyenne quadratique, que 1’on peut
e®tdX (€), la

mesure stochastique orthogonale X étant de mesure structurelle
dm(€) = s-v(£)d¢, avec v(€) € L(R) N L'(R) et continue
en 0.

écrire comme intégrale stochastique z(t) =

Nous savons que la corrélation des ccefficients d’ondelettes est
alors donnée par la formule :

too p 2 :
[Ck Cz ] = —/‘ e'? (k—l)’Fﬂs’g"(g)l y(§)dE

Nous aurons besoin alors du lemme suivant, dont la démonstration
est immédiate.

4.3.1.1. Lemme

Soit (¢) la fonction d’échelle associée au filtre mo(£). Sous les
hypothéses du paragraphe 2.1. (relations (a) 4 (¢)) :

3C >0,VE € A, |[Fp(§)| >C.

Donc, sur A, |Fp(€)| est non nulle. Dans le cas ol

(Fp®e)(€) = [ mo(€25~")xa(),

k=1
nous pouvons alors écrire pour { € A,

xa(é)
Fop(€)

(Fu™%)(€) =

Hmo £2971) Fp(6) X2

j=1

Comme Fo(¢) = [] %mo(—z%), nous obtenons :

=3
™~
™o
Y
!
5
o
]
I
3
=]
~
o
LY
L
—
S
3
20
B

Donc : »
[1 o2~ Fp(e) = 27/2Fe(e2?)
j=1

etpour £ € A, nous avons finalement

FuSEs 3 — 9p/2F €op XA(é.)
(Fur)(€) o€ 3
Si nous posons par convention
xal®) _
Fy(§)
des que & n’appartient pas 2 A, nous pourrons écrire, pour tout &
de R,
xa(é)
FuSee)(€) = 2P/2Fp(£2P :
(Fu<)(€) )5
La corrélation entre ceefficients d’ondelette s’exprime alors selon :
1 +oo 5)
Elr P ——/ €27 (k- l)QP}F 2”[ XA 1(€)d
—o0
Apres changement de variable, il vient :
“+o0
Elr ) = — / €= 2 A2 2 (2
™) = o= PO o B e

Commey € L*°(R)NL(R), nous majorons le terme fy(ﬁ%) par
7Hloc-

D’autre part, d’aprés le lemme 43.1.1,
donc, sur A, —(—W < &z. l1s’ensuit que sur A
XA(E) -

IFp(¢)] > C > 0, et

a(8) 1
’ |F¢(§)|2 S 02’

= 0, dés que £ n’appartient pas

et comme par convention

Fo(£)
a A, nous aurons aussi F ((5))|2 < 6'13 pour tout £ de R, de sorte

I &
que nous aurons la majoration %@% < 02 pour tout £ de R.

Finalement, nous pouvons majorer la fonction

) £
D P XA ()

2r
par:

D pp(gp X2LE) €

Fo SR\

H’V”oocg [Fo(6)]?.
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La fonction majorante ||| o oz | Fo(€) [* étant intégrable puisque
+oo
% |Fo(€)|°dé = 1, nous pouvons appliquer le théoréme

de la convergence dominée, et nous obtenons :

+oo
Jim Blerer] =& [ etDFp(e)
e
N |§:<(§:>)|27(5%)d5
Or, .
S ) 0

puisque (&) est continue en 0, et donc, il reste :

+o0
Jim BIGPe] =20k [ e0|pp(e)de

= v(0) 6k,

puisque les fonctions (7 )y forment une famille orthonormale.

Il en va de méme dans le cas ou

p—1

=m (€277 1) T mo(€2¥ H)xa(€)

k=1

(Fu>e)(8)
car cette fonction peut étre écrite

= (g2 ) [] mo(e2"-) Fp(e) X2

k=1

(Fu®e0)(€)

pour tout ¢ élément de A. Comme précédemment,

TT mo(€2" ) Fole) = 2972 F(ear),
j=1
D’ol

p—1

ma (62771 T] mo(€2F 1) Fop(e) =

k=1

2001/ 2 (£2P ) Fp(g2P~1) = oP/2 B (£2P)

ol ¥(t) est 1a fonction d’ondelette orthogonale associée a ¢(t).

On a donc (Fu®%)(€) = 2P/2F\Il(§2”)%(€). Par convention,

Q)
nous poserons encore 3‘,@ Eg = 0 d&s que & n’appartient pas a A,

ce qui permet d’écrire que pour tout £ de R :

S, _ 9p/2 p xa(é)
(Fu™e)(§) =2 F\I'(€2)F<p(€)-
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La corrélation entre ceefficients d’ondelettes vaut alors :
. +oo .
i) = [ Ny
el (e)de,
et aprés changement de variable, il vient :
+oo
= 1 (h xals) ¢
Bl = 5 [ e ipugP 220 b
2m |Fo(5)12 2P

— 0o
Par les mémes arguments que précédemment, nous pouvons
majorer la fonction

PG e <X e 5y
| (2@)!
par:
13
=D | g (£ ]2 xa(zr) 3 o= |FU(E
| (&) PSP 2 )|27( )| < Il 2| ©)1.

La fonction majorante H’y]looc—ZlF\Il({ )|? est intégrable puisque

o / |F®(€)[Pd¢ = 1, ce qui permet d’appliquer le théoréme

— o0
de la convergence dominée, pour obtenir :

+oo
lim Blogra?] =& [ DR
p—Foo
. xal(sr)
Jm o B (5 )dE.
Or N
XA(ZP) £
v( - )d€ = 7(0)
p=+oo |Fop(5)[2
et donc :
v
lim E = el 2d¢ =
Jim Ele] =05 [ 1P PdE = 1(0) b

puisque les fonctions (74, V) forment une famille orthonormale.

Nous résumerons les résultats concernant le cas que nous venons
d’étudier par le théoréme suivant.

4.3.1.2. Théoreme

Soit z(t) un processus hilbertien, stationnaire au sens large,
= / e“tdX (¢), ot

la mesure stochastique orthogonale X est de mesure structurelle
dm(&) = 5=~(€)d¢, ot y(€) € L®(R)NL*(R), etest continue
en 0.

continu en moyenne quadratique, tel que z(¢)

Soient mq (&) etmy (£), deux filtres miroirs en quadrature vérifiant
les hypotheses (a) a (f) du paragraphe 2.1.
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2R (F % ) (€)dX (€)

associées aux p-uplets g, pour lesquels €; = 0 pour tout j
appartenant a {1,...,p}, ou pour lesquels on a €; = 0 pour
tout 7 appartenanta {1,...,p — 1} et g, = 1, sont des éléments
de L2{Q, T, P} et vérifient :

. . g
Alors, les variables aléatoires ¢,” =

)] ci”“ = > he(n — 2k)cf‘f (convergence dans
neZ
L2{QvT7 P})
c p
(2) E[c;°] = mg etpour p > 1, Ele;?] = my ] me, (0) avec
j=1
my = Efz(t)]
@) Blye’] = 5 f €0 (5% (€)| 7(§)dg pour
toutp > 0 R

O
my [] me, (0) (conventionnellement
=1

4 lim E[ck] =

p—++oo
+o00o x 0=0)

5) lim B[ 6] = 4(0) 61, (6) & = x(k) pour k € Z, Si
pP—T00
de plus, (&) est & support compact dans [—7, 7).

Remarque : ce résultat est intéressant parce qu’il ne fait pas
intervenir la régularité des filires miroirs en quadrature mis en
jeu, alors qu’au paragraphe suivant, qui traite du cas général
des paquets d’ondelettes, des résultats équivalents sont obtenus
moyennant certaines hypothéses supplémentaires concernant la
régularité des filtres utilisés.

4.3.2. Décomposition générale en paquets d’ondelettes

4.3.2.1. Des hypothéses pour poursuivre I’étude des moments

d’ordre 2

La décomposition en paquets d’ondelettes concernera ici encore
I’espace V©. D’autre part, nous postulerons 1’existence d’une
suite (mM(€)), N € Z, ¢ € {0,1} de filtres miroirs en
quadrature tels que Ve € {0,1},

m2 () (v.p),

JimmY ) =

et désignerons par (hY (£))n
filtres.

la réponse impulsionnelle de ces

L’annexe 2 montre que les filtres de Battle—Lemarié¢ (présentés
dans [Bat]) ont cette propriété. Nous introduirons 1'hypothese de
continuité de la fonction (&), et nous supposerons que (&) est
a support dans A = [—n,x]. Nous savons de plus que (&) est
positive, réelle et bornée. Nous supposerons enfin que le processus
x(t) estréel, de sorte que () est paire car Transformée de Fourier
de la fonction de corrélation I'(7) du processus.

Décomposition d’un processus stationnaire du second ordre

La continuité de (&) permet d’affirmer que 1a suite de fonctions

(vp(€))p > 0 définies par
2P -1
(&) = Z (g:)mw(g)
n=0

ol A, , = [—(n+ )w/2p, —nm/2p] U
converge uniformément vers ~y.

[nm/2p, (n + 1)/ 2p]

. S

Lorsque nous emploierons les filtres m2 (), nous noterons iy ”
& s 2 .. ..
et ¢y ;. les quantités étudies au paragraphe 3.2. Nous avons ici

(Frg=)(€) = Hm (£27 1) (Fe®)(6)

7=1
et notre probléme est d’étudier I’ évolution des moments d’ordre

+o0
TE_ 1 i £OP
Eler ] = Py /6“52 k
T

-~ 00

(Fun)(©)] v(©)de,

en fonction de pet de V.

4.3.2.2. Comportement asymptotique des moments d’ordre 2

Nous commencerons par le lemme suivant :

4322.1. Lemme
7 2 e
€2’k S, [T
ol Rl (ol %(5)%—7( - )6“

Preuve : rappelons que (cf. 2.2.4. proposition)
(Fp™%r)(€) = 27/ x 52 (€)

Par conséquent :
+o0
2
[ mesa o] e =
o +o0
2 [ g O
Comme

neem

M(€)Xaz (§) =7 ( 5 ) Xaz (§)

I’intégrale a calculer est :

+oo
nfer) 1 igoP
2”7( o )g /652 "X az (€)d€

-0

Le changement de variable 2P¢ — £ donne 1’égalité :
+oo

LT e Lo
2w / T ey () = o / eHdg = 80,

—00 . 2p AZp
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d’oui le lemme.

£
Nous savons que lim 22T = lim % = g existe (méme
P 2°

“+o0 p——+oo
si nous ne savons pas l’identifier). Comme ~ est continue,

e T
lim 72— = v(a) que nous noterons L.
ptoo

Nous allons étudier maintenant le comportement de :

400

1

o [ @M EuE ) At - Ls

5 [ e E©| A€t ~ Loo
Nous pouvons €écrire les inégalités :

+o0 5

1 E2P Svép

|2 f |y )(€)| 1(€)de — Lol

<Ik / G —%(5))1 Fue) e del+

400

z§2”k
27r

—0C

(Fusy™)(©)] l€)de — Lo

Traitons séparément chacun des termes de la majoration.

Pour le troisiéme terme, nous avons, d’apres le lemme 4.3.2.2.1.,
et uniformément par rapport 4 £ dans Z :

+oa
1 . 2
: i£2Pk S,_e_p -
Jim o / TR (P4 ()| 1 (€)dg = Lopo,

puisque lim ~ (” p’r) = L.
p—r+oo
En ce qui concerne le premier terme :

+00

2[00 - )| Fun)©)

—o0

<% / (@) = (@ | Py ag

et alors la convergence uniforme de -y, vers -y donne :

“+o0
tim s [ () = () | ()@ dg =0

Traitons enfin le second terme. Nous avons tout d’abord

o 706“2”’“ (l( Vo] - |t <£>]2> o E)ee|

<& /1I(F

— () () |y €)de
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Comme Nlin+1 ImME? = |mE(©))? (p.p), et, puisque la

fonction (FMISV’”” )(€) vaut

(Fua=)(e) HmN@zJ D(Fe®)(6),

j=1

nous en déduisons qu’a p fixé :

hm H |m¥ (€2J HI2(Fe®)(€)

(définition deFyi?)

Jim [Fue)| =

= H ImZ, (627 (F*)(&) (p.p)
= |Fgo 0|2 (p.p) (proposition 2.2.3.)
En appliquant la convergence dominée, nous avons donc a p fixé :

+o0

& [ers ([l -

—00

lim
N—+4o00

(Feo2)] ) werde| =0

On démontrerait de la méme maniere, qu’a p fixé,

+o0
G| [ee ([Fuee)] -

|(Fy®e (5)(2> Y(e)de| =0

Nous pouvons maintenant résumer cette étude dans 1’énoncé que
voici :

4.3.2.2.2. Théoreme
Soit z(t) un processus hilbertien, stationnaire au sens large,

etdX (),

ol la mesure stochastique orthogonale X est telle que sa mesure
structurelle associée soit de la forme dm(¢) = way(g)dg avec
¥(£) continue et a support dans [—,7]. Soit (mY(¢))n, e €
{0, 1}, une suite de filtres miroirs en quadrature tels que

2= mZ (€)1 (p-p)-

continu en moyenne quadratique, tel que xz(t) =

Jim ' (©)

. . . £ .
Alors les variables aléatoires ¢ ,, définies par

= / 2R (Fry™)(©)dX (€),

sont des éléments de Lo{Q, T, P} qui vérifient :
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) c%{,’k =z(k)pourk € Z

2 ¢ "’“ = 3 he, (0~ 2k)c?,. (convergence dans
neZ ’
LZ{Q’Ta P})
e r
3 E[c%‘;’k] =mgetpourp > 1, E[cy ;] = mg J] me,(0) avec
b ]:1
mg = Elz(t)]
+oo N
R ‘ ~ S
@ Bl cn)] = & /elw(’“ D’(FMNEP)(f)l ~v(£)d¢ pour
—0Q
toutp > 0
+o0
3) 1115’1 E[ ] = mg [] me,;(0) (conventionnellement
N—+o00 j=1
+oo x 0=0)
+o0 9
; S,
© fim |& / e (I(F/LN“’)(S)‘
—00

[t ) v =0 ap v

(7) Soit ale) = liril n —~ pour chaque ¢ € {0,1}". Pour
T->1400
tout > 0, il existe p,, € IV tel que, pour tout p > p,, il existe

N(n,p,) € N, tel que, pour N > N(n,py), on ait I'égalité de
« quasi-blancheur » :

E[cil;’k%v—”;] —v(a(e))bk,i| <mn pourtout k,l € Z.

Remarques

1) Les relations (5), et (7) lorsque m,, = 0, signifient que, lorsque
la résolution p croit (ou au moins est assez grande) et que le
paramétre N croit aussi (en fonction de la résolution p), les
ceefficients de la décomposition en paquets d’ondelettes tendent a
&tre décorrélés : 1a suite des variables aléatoires (ci;’ & )p, N devient
«blanche ». On congoit I’intérét potentiel de ce résultat d’un
point de vue traitement du signal, puisque les suites aléatoires
décorrélées possédent, par nature, des caractéristiques statistiques
simples, commodes pour optimiser les traitements.

2) Dans le calcul précédent, sur les trois termes intervenant dans
la majoration, deux tendent vers O avec p, et ce, indépendamment
de N.

Reste le terme

+o0
e R ([ T

qui ne tend vers 0 qu’avec N, et lorsque p est fixé. Ce terme est
celui qui est dimensionnant dans 1’estimation proposée.

=)0 ) et

Décomposition d’un processus stationnaire du second ordre

4.3.3. Relation avec la localisation des paquets d’on-
delettes

Le terme dimensionnant dans I’estimation proposée est

+oo
5 [ ([ - [rerse] ) e

qui ne tend vers 0 qu’avec IV, et lorsque p est fixé.

La fonction ~,(€) est une fonction en escalier que nous pouvons
écrire sous la forme :

(&) = Z’Y (

) Xaz (€)

oy, = (vi,...,vp) € {0,1}7,
Aussi nous avons :

+o0

& [ert (jEame] - |[res)e] ) e
-Sa(#50) % [ (Jemme] - |wene)) a

v (22) & / <|<Fui§”)<a>(2—2”) dg

+ﬂ’§% = %A/p [Py (o) e
:'Y(n?:ﬂ /}(F —P)(g)l it 1

I
+ 3 '7( =) % / [P 6)] e

ALp

Le terme

+00
% /e’f?p’c (\(Fui’g”)(é)r - ‘(Fcpsip

—o0

O ) werde

2
sera alors d’autant plus proche de 0 que 5~ / ’(F puy T)E )‘ d¢

A—p
sera proche de 1 et les termes - / l (F N“”) 5)\ d¢ proches
A—p
de 0.
La convergence de
+oo
1 €27k S, 2 Se 2
5= | ¢ (Fuy ") — |(Fe™=)(&)] ) 1(§)dE
2r
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vers O est donc liée a la localisation plus ou moins bonne de
Se
(Fuy ")) dans AEP Cette localisation sera d’autant meilleure

que / l 5)! d€ est proche de 1.

Une condmon suffisante pour espérer que le théoréme 4.3.2.2.
conduise & des résultats accessibles en pratique (sans que
p ou N soient trop grands) est donc que les fonctions

(Fup N'p
/ \ Fu N"’)(& d§ soit proche de 1. Nous voyons donc ici

) soient b1en localisées dans Afr, ¢’est-a—dire que

le hen étroit entre localisation fréquentielle des paquets d’on-
delettes et comportement asymptotique des moments d’ordre 2
des ceefficients d’ondelettes. La condition précédente est suf-
fisante, mais non nécessaire : la décorrélation des ceefficients
d’ondelettes sera d’autant plus rapide avec p et NV, qu’au départ,
la mesure spectrale de puissance sera proche d’une constante,
puisque nous savons que dans le cas idéal du bruit blanc, la
décorrélation des ceefficients d’ondelettes est assurée, méme dans
le cas d’une mauvaise localisation (en vertu de 4.1.3.1.).

4.4. MAJORATION DE LA LOCALISATION
FREQUENTIELLE ET LES MOMENTS
D’ORDRE 2

Lalocalisation fréquentielle de la fonction (F uié” }(€) dans A%»
est quantifiée par la valeur du terme

P / ‘ NN—p (f
Alp

que I’on souhaite la plus proche de 1 possible. L’intégrale peut
étre estimée (par une somme de Riemann par exemple), mais on
peut songer aussi a éviter une estimation grice 4 une majoration
de I'intégrale. Cette démarche sera intéressante si les majorations
calculées encadrent la valeur de I'intégrale de maniére relative-
ment précise, ce qui peut se vérifier facilement par la simulation.
Il en va.de méme en ce qui concerne le théoreme 4.3.2.2.2. : y(§)

étant & support compact, on peut estimer E[c,c cl ] par une somme
de Riemann par exemple. Comme pour ‘

o | liseie] e
K

on peut aussi chercher a majorer

+oo

1 » 2
Blege) = 5 [ €00 mine)] e

— 00

Au paragraphe 4.3.2., nous avons vu que le terme dimensionnant
dans la majoration proposée et qui a conduit au théoréme 4.3.2.2.2.
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est:

1 +oo
1 iE2Pk
2 ¢ (’

— 00

ol 5)) I Fsosép)(é)f) p(€)dE,

et on peut donc chercher a majorer ce terme de maniére suffisam-
ment précise pour éviter ’estimation de 1’intégrale.

A partir du moment ol nous cherchons 2 approcher, par estimation
ou majoration,. la valeur des intégrales mises en jeu dans les
expressions précédentes, le raisonnement ne fera plus intervenir
le parametre [N que nous omettrons dans toute la suite, ce qui nous
permet donc d’étre plus gé€néral qu’au paragraphe précédent, et de
traiter de filtres miroirs en quadrature quelconques. Nous traitons

alors les termes :
s | lewene]
A—p

et

T
E 2Pk ‘F S
27 ¢ < (

—0C

0] - || ) e

Nous rappelons tout d’abord la propriété fondamentale bien
connue de deux filtres miroirs en quadrature que voici (cf. [Mey1]
et [Mey2}]).

44.1. Lemme

Soient Mo(€) et My (€) deux filtres miroirs en quadrature, Pour
toute fonction f de L?([0, 27)), il existe deux fonctions u et v de
L?([0, 27])), définies de maniére unique, telles que

F(&) = Mo(€) u(28) + M1(&) v(2€).

Appliquons cette décomposition en prenant successivement
f = mget f = m; ol mg et my sont deux filtres miroirs en
quadrature donnés et pour My(€) = m3 (€) et M1(£) = m7(£).
Nous aurons donc mg = agmy + aymy et my = bgm§ + bym?
ol ag, a1, by et b1 sont ﬁ—periodiques On remarquera que pou &
élément de [-5, T, ag(§) = mo(f) Comme, mg et m; sont
pairs en tant que Transformees de Fourier de filtres discrets réels,
ap(€) est pair aussi et se définit donc entiérement 2 partir de sa
donnée sur [0, 5].

Puisque les supports de m3 et de m sont disjoints, nous avons :
(1) Jmol? = lao|* Im§|* + |ax|* |m?|?

@) [maf? = [bol* [m§ | + {b1|* Imf|?

D’apres (1) et la p — m—périodicité de ag et de a1, on a aussi :
3 Imo(§+m)1* = lao (&)1 Im§ (§-+m)|*+]a1 ()1 Imf (€+m) %,
soit

@ Im1(E)* = lao(&)* Im{ ()1 + lax (&) * [m§ (€) .

La comparaison de (2) et de (4), et la disjonction des supports de
mj et de m?, donnent alors :
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(5) aol* = [b1? et |as |* = |bol*.
La somme des relations (1) et (2), et 1’é
donne alors

= {mg (&) *[lao(§) P +[bo (&) P1+1m3 ()1 a1 (&) *+1b1(&) ),

ce qui, compte—tenu de (5) donne finalement :

(6) lao(§)* +lar (§)* = 1.

Nous résumerons la décomposition de |m, (£)]? par :
D Imel? = lao? [mZ[? + Jas|* [m¥_[* e € {0,1}.
Comme nous disposons des relations :

+|maf* =2

|(Fuseye)| = I_[ ime, (€212 (P (6)|

etvVe € {0,1},V€ € R,
Ime ()1 = lao (&)1* [mZ ()I? + |ar (§)1? Imi_ (&)

nous avons

(Eute)@)] = I me €2 )R [(Fes(@)] =

I [lao(e2r=")12 m (€272

=1
. , 2
+Har (€27 Imi_., (€2 ] | (o5 (€)|
Soient alors les p-uplets 8, = (61,...,6,) € {0,1}7 et
définissons la suite des fonctions a:f); de la fagon suivante : si
0; = ¢e;,alors af; = ap; etsif; =1 —¢;, alors af; = a1,
Nous pouvons alors écrire :

(o)) =5 [E ot (21

g

11 |, 620 1(F¢S(s>12}

En » \ ,
[T |ms €2 )| |Fesce)|
=1

on reconnait
|(Fe52(0)| = 27x, ©)

On a donc :

(G
2]

P

P 2
IT |odse2’ )| 27x 50, (6)
j=1

Comme les ensembles AZ» sont symétriques, et que les fonctions

2 2
‘(F u’ ’ép)(g)' et )(ngs’gp)(f)‘ sont paires, nous définissons

les intervalles Af_” = [nfr 3, n®r 35 4 5], de sorte que nous
avons :
1 s 1 S
%/}(Fﬂ = =;/l(FM Ep
AZp Aip
Comme

=" [T plat; (€2 1) 2P X 6, (&) | ,

o7 | j=1

[(Fusee) o)

nous avons aussi
- / |(Fusen )|

Dans le cadre de cette étude quantitative, la suite de 1’analyse
va s’appuyer aussi sur des hypothéses concernant 1’écart entre
les filtres myg, mq, et les filtres idéaux mg R mls . Nous ferons
I’hypothese suivante : pour tout o < 3, il existe 6(cr) €]0, 1[ tel
que,

/ H lao (€ 29-1)[2de

i) pourtout £ €]5 — a, 5], 3 < lao(§)]> < 1 - 6(e)

ii) pour tout £ € [0,% — a],0 < [a1(€)]* < é(a)

Typiquement, d’aprés 1’allure des filtres couramment utilisés
(Daubechies, Battle-Lemarié), nous aurons

1 7r 2
6(a)_1—§|m0 (—2——a>] .
Si nous définissons pour tout £ de R I’intervalle

Va(é-) =]£ - OL,€ + a[v
les hypothéses précédentes se prolongent par symétrie et 7—
périodicité de |ag(€))? et 1(€)|?, de sorte que nous aurons, en
posant Vo, = Uy Vo (5 + Ic7r) :

(1) §i€€ Vart <lao(6)2 <1-6(c)

2
et R
(2) sige 0= ]a(OF <6(a)

On a alors le résultat suivant qui vient compléter la proposition
223.

4.4.2. Proposition

Vp> 1LYy, = (v1...,15) € {0,1}7,

v = 1 v,
A ' —ﬂ; 11)23 1 (Aj\rj(zp) +n—J—17r)

Aj(y_p) =n¥% — In%% ()\j S {0, 1}),

VA € {0,1},Af = [Ag—,()d- nx

2
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et avec la convention n¥%o = Q.

La démonstration se fait par récurrence, ne pose pas de
difficulté particuliere et est donc laissée au lecteur. A
chaque v, = (v1,...,15) € {0,1}P. Cet unique p-uplet
(M(yp),-- -, Ap(kp)) sera noté A(y,,). Cest sans difficulté que
I’on montre alors que :

a,z+n7r] pour A =0

(AT +nm)NV, :]g—}-mr— 5

(Aj{+mr)ﬂVa=[g+mr,%+mr+a] pour A =1

Nous définirons alors les ensembiles :
K%y =(AF +nm) NV,

et
K}y = (Aj\' +nm) - K}o= (Ai‘ +nm)NV,

On aalors : (A} + nm) = K}y U K} |, et nous pouvons méme
expliciter ces ensembles K7 o et K |, suivant que A = 0 ou que
A=1L

K&O:]E—’—nw_ayz'*"nﬁ] et K&lz[n']r’?z_{_nw__a]

2 2 2

Klo= [%+n7r, g +nr+afet KTy = [g +nm+ o, 7 +nn]
Onaalors,Vp > 1,Vy, = (v1,...,1) € {0,1}7,
AT =gt (A, +n5o)
== (K50 VKL )

et donc
1

Yo _ J=p
A = Uy {ﬂj:1 2T

lorsque &, décrit {0, 1}".

Kj_1
Kf,-(z,,m}

On pose
JYety — AI=P ! nZi=-1
T IEl g1 A (k)R
it AL .
etonécrit AP = Uy Zp'%p Tl est aisé de montrer que les J%»%»

sont disjoints 2 & 2.

Comme A'j‘f’ = Uy Je»Ep et les J='%» sont disjoints 2 4 2,

» p
= [ Pac=3% [ TLimo(e2")pat
Az 7 o

EprEy j=1

Nous poserons :
JO(Ep) = {.7 € {L"'?p}/ﬁ’j :0}7
Jl(.’ip):{j € {1,-..,]7}//‘9]':1}-
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On remarquera que le cardinal |Ji(k,)| de Ji(x,) est égal a

P

= Y Kkj ok, = (Ki,...,Kp) qui peut encore Etre
j=1

interprété comme la distance de Hamming entre &, et le p-uplet

nul, tandis que le cardinal | Jo(k, )| de Jo(k,) est égal & p — |k,,|-

Lorsque j appartient & Jo(x,), k5 = 0, €271 appartient 2

v

K j\lj (jz_:),o et donc a V,,. Il s’ensuit alors que

5 < lao(€2 ) < 1-5(a),

puis que, pour £ appartenant  J&»'%»,

(;)p—lﬁpl . H

J€ Jols,)

lag (627 M? < (1 - &(a))P~ !

Lorsque j appartient a Ji(k,), 5; = 1, £29-1 appartient 2

Kf\tf(]; 1 et n’appartient donc pas & V,. Il s’ensuit alors que
), 4

1 —6(a) < lao(§2771)|? < 1, et pour € appartenant a J=»",

(1 — (5(&‘))'517' < H

Je€Ji(s,)

laa (€212 <1

Avec ces majorations, il vient, pour £ appartenant 3 J&»%»,

p
(1 - 8@ < JTlaoe2 D < (1~ s(@)P ! < 1.

j=1

1pP-l5,!

Aussi,
p . p .
[ ez pse =% [ TLiaote2 e
Aip i=1 ﬁinpvzp Jj=1
< E(l _ 5(a))p—lﬁpl JErEp
ﬁp
ou | J&%» | est 1a mesure de Lebesgue de I’ensemble JE»%r.

De la méme fagon, nous aurons :

[ Tiaate 2
j=1

£
~p
a7

= / [] lao(e 29 2de

Ep Jery I=1

> z Z(%)p—lﬁpl(l — 8(a))l=!

™
Ep

JEpits

Nous pouvons résumer ces résultats par :
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4.4.3. Proposition

Sipour o < 1, il existe 6(c) €]0, §[ tel que,
'3

i) pour tout £ €)% — o, 3], 3 < lao(&)? <1 - §(e)

ii) pour tout & € [0, 5 — o], 0 < [a1(§)* < 6(a)
alors

% S - 5(a))p—lﬁp| JEp5p

K
4

<& [ |Esee|
A%

JEP )_’ip

20 1
< =Yl - e
Ep
2
En pratique, on prendra §(c) = 1 — %’ mo(5 — a)‘
Ce résultat appelle quelques commentaires.

1) On remarquera que lorsque « et 6(«x) tendent vers 0, les bornes
proposées tendent vers 1.

2
2) Cet encadrement de 5~ / ‘(F;ﬁvép)(g )1 d¢ se calcule trés
Afp
facilement sur ordinateur, car nous savons exprimer de maniére
générale les intervalles K7, et K7, et donc nous savons facile-
ment calculer I'intersection de tels intervalles, ce qui permet
d’atteindre la valeur de |J<»*#|. Dans le cas ol g, se réduit
au vecteur nul, les remarques suivantes simplifient la tiche du
calculateur : pour tout j appartenant a {1,...,p}, nous aurons

nfi = 0, \;(g,) = 0, de sorte que K/’\nggpl)’nj = K§,.. Si
i1 . £i-1
rj =0, Kfjéép),m‘ :]% -G %] etsik; =0, KY ( =

Ny =
[nm, 5 +nm—al.

3) Les bornes proposées dépendent de ¢, et ceci laisse supposer (et

2
nous le vérifierons par simulation) que 5- / '(Fus’ép)(g)’ d¢
A=P

sera plus ou moins proche de 1 selon la valeur de ¢,,. Il existe
donc des paquets d’ondelettes privilégiés du point de vue de leur
localisation dans les intervalles AZ». De fait, I’ intérét de ce résultat
est en fait plus qualitatif que réellement quantitatif : comme
nous le verrons au paragraphe 5, les bornes proposées encadrent
bien la valeur de I’intégrale que nous estimerons par somme de
Riemann, mais restent relativement imprécises; cependant, ces
bornes qualifient bien I'influence de la régularité et du p-uplet g,
sur la localisation F ,us’ip dans A Cerésultat influe directement
sur la convergence des ceefficients d’ondelettes vers une séquence
blanche en vertu des arguments exposés au paragraphe 4.3.3.

4) Par des techniques de calcul similaires a celles utilisées dans ce
paragraphe, on aboutit 2 une majoration des moments d’ordre 2
des ceefficients d’ondelettes : le calcul en est donné a 1’annexe 3.
L’intérét du résultat que nous obtenons est, lui aussi, qualitatif
avant tout : il montre encore une fois que le résultat dépend
de g, mais aussi, et c’est bien naturel, de I’allure du spectre

de bruit, par I’intermédiaire des valeurs (Z—Z{) lorsque 7 décrit
{0,...,2P71} : 1a convergence des ceefficients d’ondelettes vers
une séquence blanche sera par exemple d’autant meilleure que sa
mesure spectrale et F' ,us *£» sont localisées dans un intervalle A%».

2
5) Nous avons estimé 1a valeur de 1’ intégrale 51; / ‘ ( FMS Ep)(€) ‘ d§
AP
grice & un encadrement de cette valeur. Mais nous pouvons
aussi estimer cette intégrale par une somme de Riemann. A titre
d’exemple et de vérification des résultats précédents nous avons
réalisé les calculs suivants a partir de fonctions et de filtres miroirs
en quadrature de Battle-Lemarié.

Les figures 1 et 2 présentent respectivement les fonctions d’échelle
de Battle—Lemarié pour les régularités 4 et 10. Le tableau 1 donne

Fonction d'echelle de Battie-Lemarie

1 T r T T T T

0.9 4
0.8\ 4

0.7F  Reguarite = 4 1

0.5) _
0.4} 4
0.3} 4
0.2+ .

0.1 4

1 1 L
0 1 2 3 4 5 6
Pulsations

Figure 1

Fonction d'echelle de Battle-Lemarie

1 T ——— T T T T

0.9 N

0.7 4
Regularite = 10

0.6} 4

0.4 i

0.3+ 4
0.2 4

0.1+ 4

Puisations

Figure 2
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TABLEAU 1
€p Borne Inférieure Borne Supérieure
0000 0.827924 0.982629
1000 0.827924 0.982629
0100 0.418146 0.843660
1100 0.418146 0.843660
0010 0.470849 0.913144
1010 0.470849 0.913144
0110 0.470849 0.913144
1110 0.470849 0913144
0001 0.610886 0.947887
1001 0.610886 0.947887
0101 0.526688 0.947312
1101 0.526688 0.947312
0011 0.610886 0.947887
1011 0.610886 0.947887
0111 0.610886 0.947887
1111 0.610886 0.947887

2

les bornes de I'intégrale 5= / )(Fps ’gp)(g)l d€ pour tous les
Afp

g, possibles, pour un niveau de décomposition égal a 4 (p = 4),

en prenant, pour borne inférieure de I’intégrale :

sup{i—pZ(l — ()P IER | JEEs | fa < %,

£p

am=1—§m«§—wﬁ}

pour borne supérieure de I’intégrale

inf{z Z(%)p"’ip’(l — 8(a))=! | g | Ja < %

"

K
' 4

&®=1—%de—wﬁ}

Les figures 3, 4, 5 et 6 présentent respectivement les fonctions
F ,us 0 pour différentes valeurs de €,» €n ce qui concerne la régu-
larité 4. Sur ces figures sont reportées les valeurs de V’intervalle
Aif’ et de I'intégrale estimée par somme de Riemann. Ces fi-
gures permettent de constater la validité de 1’encadrement donné
au tableau 1, la différente localisation que I’on obtient suivant
la valeur de g, confirmée par la valeur estimée de I'intégrale et
aussi la forme elle-méme de la fonction Fus». Ces différentes
localisations suivent les résultats récapitulés au tableau 1 : les g,
pour lesquels la borne inférieure et la borne supérieure s’éloignent
de 1 correspondent a des paquets d’ondelettes effectivement mal
localisés, alors que les g, pour lesquels les bornes données dans le
tableau 1 sont relativement proches de 1 correspondent a des fonc-
tions Fus’gv effectivement bien localisées dans Aif’. L analyse
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Canal du paquat d'ondelettes

16 T T v T T
14 4
al _
Reguarite = 4
10k Epsilon = [0000] ﬁ
Localisation = [0 0.1963]
81 Valeur de l'integrale = 0.9558 E
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du tableau 1 permet donc de connaitre les F,uS Ep les mieux lo-
calisés sans avoir recours a I’estimation de I’intégrale par somme
de Riemann.

Les figures 7 a 10 et le tableau 2 sont les équivalents des figures 3
a6 et du tableau 1, pour la régularité 10. On constate toujours des
estimées de la localisation différentes suivant les ¢,,. Cependant,
dans I’ensemble, la localisation des fonctions Fus £p dans les
intervalles Ai” est meilleures gréce a la plus forte régularité.

5. Conclusions et perspectives

Dans cet article, nous avons tout d’abord justifié mathématique-
ment la notion de décomposition de processus stationnaires du
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second ordre selon une arborescence type paquets d’ondelettes,
moyennant certaines hypothéses peu restrictives en pratique.
Les ccefficients d’ondelettes de tels processus sont des variables
aléatoires dont nous avons donné I’expression théorique des mo-
ments d’ordre 1 et 2, puis étudié le comportement asymptotique.
Lorsque le processus est au départ & échantillons décorrélés et
centrés (processus blanc), les ccefficients d’ondelettes forment
eux—-mémes des séquences blanches. Lorsque le processus n’est
pas un processus blanc, il apparait alors que les séquences de
ceefficients d’ondelettes tendent vers des séquences blanches avec
le niveau de décomposition et la régularité des filtres, mais ces
deux parametres ne doivent et ne peuvent pas évoluer indépen-
damment I’un de I’ autre, sauf dans certains cas particuliers comme
ceux mis en évidence au paragraphe 4.1.3. pour lesquels il y a con-
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141 g
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vergence vers une séquence blanche indépendamment de la régu-
larité. Le fait que les séquences de ceefficients d’ondelettes issues
d’une arborescence type paquets d’ondelettes tendent vers des
séquences blanches est a priori un résultat trés intéressant, notam-
ment en traitement du signal, ol le modele du bruit blanc est sou-
vent celui utilisé, car il est commode pour les calculs théoriques et
conduit & des traitements relativement simples, un des exemples
les plus marquants étant le traitement par filtre adapté. Cependant,
les résultats que nous avons obtenus doivent pondérer la portée du
résultat en ce qui concerne la décomposition générale en paquets
d’ondelettes :

1 — la décomposition en paquets d’ondelettes conduit & des
séquences « quasi-blanches » mais pas de maniére identique pour
tous les paquets d’ondelettes, et plus précisément suivant la
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TABLEAU 2
€p Borme Inférieure Borme Supérieure
0000 0.917129 0.993041
1000 0.917129 0.993041
0100 0.559914 0.937367
1100 0.559914 0.937367
0010 0.703431 0.965204
1010 0.703431 0.965204
0110 0.703431 0.965204
1110 0.703431 0.965204
0001 0.797823 0.979122
1001 0.797823 0.979122
0101 0.797823 0.979122
1101 0.797823 0.979122
0011 0.797823 0.979122
1011 0.797823 0.979122
0111 0.797823 0.979122
1111 0.797823 0.979122

séquence de filtres miroirs en quadrature utilisés. Ceci provient
du fait que la valeur des moments d’ordre 2 est liée 2 la loca-
lisation fréquentielle des paquets d’ondelettes qui dépend de la
séquence de filtre utilisée pour analyser le signal : certaines de
ces séquences privilégient la localisation, d’autres non. C’est
en accroissant la régularité des filtres mis en jeu que 1’on peut
accroitre la localisation des paquets d’ondelettes, mais il existe
toujours des « canaux » privilégiés.

2 — la valeur des moments d’ordre 2 dépend évidemment de I’al-
lure de la densité spectrale du bruit (fonction y(£)). Deux cas
extrémes se présentent : soit la fonction v(&) est constante (cas du
bruit blanc) et alors 1a décomposition en paquets d’ ondelettes con-
duit & des séquences blanches, sans méme faire tendre le niveau

412

Traitement du Signal 1995 — Volume 12 - n° §

-

1.5 2 25 3

0 0.5 R
Pulsations

Figure 10

de décomposition ou la régularité vers ’infini, soit la fonction
(&) est tres bien localisée dans un intervalle A®», constante dans
cet intervalle, auquel cas, les moments d’ordre 2 sont directe-
ment liés & la localisation de la fonction F,us Ep, et suivant que
€, privilégie ou non la localisation de Fu®%s dans A%, suivant
la régularité, la séquence pourra étre plus ou moins considérée
comme « blanche ». Entre ces deux extrémes qui théoriquement
conduisent aux meilleurs résultats, tout est possible, et il faut,
conformément au théoréme 4.3.2.2.2., augmenter le niveau de
décomposition, puis la régularité, ce qui peut conduire dans de
nombreux cas a des régularités trop élevées pour représenter un
rée] intérét pratique. Obtenir des séquences blanches ou quasi—
blanches issues de la décomposition en paquets d’ondelettes de
processus aléatoires et stationnaires, est donc possible théorique-
ment, mais difficile pratiquement, suivant le type de bruit a traiter.

Bien que moins général que le théoréme 4.3.2.2.2., le résultat
du théoréme 4.3.1.2. nous semble plus intéressant car il y a
convergence vers des séquences blanches, indépendamment de
la régularité. Ce résultat conduit a des algorithmes de traitements
permettant des blanchiements locaux, au prix d’une modulation.
L’idée est alors la suivante : pour étudier le spectre du signal
au voisinage d’une fréquence £y, nous proposons de moduler ce
signal en le multipliant par e~%°?, et de le filtrer de maniére a
permettre la décomposition en ondelettes du signal obtenu sui-
vant I’algorithme de Mallat. Si on choisit plusieurs fréquences
&o, I’orthogonalité est peut—étre perdue, mais en contre~partie, on
échappe au cadre dyalique imposé par les paquets d’ondelettes,
et de plus, le théoréme 4.3.1.2. s’applique (pas d’intervention de
la régularité pour faire tendre les ccefficients de décomposition
vers une séquence blanche). Ce qui nous conduit a I’ utilisation
d’un formalisme proche de celui des atomes temps—fréquence et
al’élaboration de résultats du méme type que ceux développésici.
Cet aspect de 1a question fait I’ objet d’études actuelles et conduira
a une prochaine publication.
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6. Annexes

A.1l. SPLITTING LEMMA

Splitting Lemma : Soit U = Clos2(r)(T2rr 4/k € Z) un
espace d’interpolation de pas 27 dont (Tork i), o Z €St une base
de Hilbert. Soient 2 filtres miroirs en quadrature mg (&) et m1(§),
de réponses impulsionnelles respectives ho(n) et hy(n).

Soient u® = 3 ho(n)(Toen p) et pt = 3" hi(n)(T2en 1)

Alors (Tort1 p0) ez €t (Tops1i 1!), c Zz sont des bases de
Hilbert des espaces d’interpolation de pas 2P

Ul = CIOSLZ(R)<T2p+1k /j,o/k‘ € Z)
et

Ul = ClosL2(R)<T2p+1k Ml/k S Z)
qui sont tels que U = U° @, UL
Preuve :

Soit § = CPy, out C est ’opérateur de contraction.
La transformée de Fourier de 0 est

0(¢) = 27 ¥ (Fu)(277%) = (DPFp)(¢),

ot D est I’opérateur de dilatation.

(11.0) est une famille orthonormale.

Ay = (mef|m8) = (C™p|nC™w)

= <CmT2mk‘U/ICmT2mll_L>

(propriétés des opérateurs de contration et de retard).

Donc Ay ; = (Tgmppt|Tompt) car C™ est une isométrie. Comme
(T2 prf), c Z est une base de Hilbert de U, Ak 1 = 6y -

(T2r+15 B0) c Z €t (Tov+1y '),  Z Sont des familles orthonor-
males

Nous calculons Ay ; = (70+15 p°|Top+17 u°). En passant dans le
domaine de Fourier, grice a 1’égalité de Parseval, il vient

+o0
]. —q o+l
Bua=ge [ @D R ) P

Comme

W= 3" ho(n)(r2em 1),

n=--oo

ona Fu®(§) = mo(£27) Fu(§), et

+oo
1 el
Bur=gr [ O Dlmo(e) Fue)Pde
—00

Décomposition d’un processus stationnaire du second ordre

Apres changement de variable, on obtient
1 +o0
Bua =gz [ & D2 (€)1 7
—o0

Etant donné I’égalité (¢) = 2~ % (Fu)(277€), on obtient succes-
sivement

“+o0
1 ek
Bua=ge [ @D ma() Fo) g

2m(n+1)

Aui =3 / e~ =D g () | FO(E) P
"o
Ay ] e ED im0 (€)]2 |FO(E + 2mm) g
n
Finalement

1 27 ) B
Aei=o / e=3€20=D o (€)[2 S [FO(E + 2mn) e
0

n

Comme (7 0); est orthonormale, on dispose de I'égalité
Y |FO(€ + 2nm)|? = 1 (p.p), d’ ol résulte

1 2T .
_ 1 —i£2(k—1) 2
Ay =5 /0 e mo(€) 2d.

11 vient alors

Api = / &= H€25 ) g (¢)
0

2w
+L / €€ [ (¢) 2.

Par changement de variable dans le second terme, on obtient :

Ay = % /07r e_igz(k_l)lmo(ﬁ)IQdﬁ
s [ D mg(e 4 )
0
=1 /0 =261 [l (€)[2dé + [mo(€ + m)?] de

a .
:%/ e—l€2(k*l)d§

0
(car [mo(&)[* + [mo(§ + m)|? = 2)

= 6,1 d’ou le résultat.

De la méme manilre, a condition de remplacer mg par m;, on
démontre que (Top+15 47) x ¢ Z st une famille orthonormale.
Sivl = ClOSLZ(R)<TQp+lkIJ:O/k S Z>

et U' = Clospz(py (a1t /k € Z),U° LU

On calcule Ay 1 = (Top+1g p0|Tops1i ).
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Comme précédemment, il vient

+o0
Bui=ge [ T mO QT e

Des égalités 110 = >° ho(n)(Toenp) et pt = 3~ hi(n)(Tavpp), il
n n
suit que
Fu(€)
On obtient

= mo(§2°)Fu(§) et Fu'(€) = mi(E2P)Fu(€).

+oo
Bui= e [ O (€2 (€ P ()€ P,

et apres changement de variable,

+oo
1 —it2(k—
k,l=§/6 ;D me(€)m
—o0

)27 |a(27g)|” de.

Comme
6(¢) =278(Fu)(277¢)
+o0
=5 [ e Dmg(&)my (€)|FO(E)|de,

la relation ) |FO(¢ + 2nm)|? = 1 (p.p) permet d’aboutir, par le

n
procédé précédent, i :

2m
T —
= ge [ e Dmg(mEde.
™
0
On écrit

=t [ e 2Dy (6)my (€)de
[~

43 [ e e eide

Par changement de variable dans le second terme, on obtient :

Bet =3 [ e Dmg(ejmerag
0

3 / e~ 2D o (€)ma (€ + m)de

_ 1 / —ig2(k-1)
2m
0

[mo(€/miT€) +mo(€ + mma (€ + )] d = 0

(car mo(&)ma(€) + mo(€ + m)ma(§ + ) = 0)
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b Décomposition d’un processus stationnaire du second ordre

On a la décomposition en somme directe orthogonale :
U=0° @&, U.

U® @, Ul C U est évident. Reste la réciproque. Il suffit de
montrer une telle décomposition pour g : st

b= ch(TQP‘Hk 1) + de(TQP-Hk ©),
% %

alors, pour f = > a, 7or, ¢ € U, on peut écrire
3

fo=>a [2 ck(T2P(2k+n) NO)}
n k
+%an [E dk Tap 2k 4n) ul} )
E

ce quiprouve que f € U® @, U™
Montrons donc que 4 est exactement égale  sa projection Py sur
Ut g, U

Py = ;(HITQPHIC MO>(”'2P+1k MO)

+ %:(MITzwlk ph) (Toprg, pt)

> ho(n)(T2ep ) implique

n=—oQ

L égalité pu° =

0
Tortip b =

> ho(n)(Tar(n2k) 1)

n=-—00

On en déduit que

= _Z hO(")(MIsz(n+2k)ﬂ>
= > ho(n)bontor

n=—oo

(klTop+1u)

puisque (7Tarx 1), ¢ Z est orthonormale. Finalement, on a :

(ulTape1,ps”) = ho(—2k).

Le méme type de calcul conduit A (u|rop+1xut) = hy(—2k).

Ainsi, Py vaut

Pp = Z ho(=2k)(Tap+1£4°) + Z ha(=2k)(Tap ')
k k
Les relations

> mln

n=—oo

Z ho(n)(Ternp) et u* = WTornp)

n=—oo
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nous permettent d’écrire

Pu = r%hO(_2k)hO(n)(’rZ?’(n+2k)ﬂ)
L+ S 2k ) )
En posant j = n + 2k dans les deux termes, il vient :
Pu = ; Zk:(ho(‘%)ho(j — 2k)
ha(~2K)a (= 28)) | (a0
=2 Aj(Tav;11)

ot A; = 3 (ho(—2k)ho(j — 2k) + hi(—2k)hy (j — 2k)).

Or, ho(n) = {Dy|Thp), ol p est la fonction d’échelle associée,
donc : ho(—2k) = (De|r_okp) = (raxDeplp) = (DTrep|p) et
ho(j — 2k) = (Dol7j—2kp) = (TarDep|T;0) = (DTip|Tj(p).
De méme, hy(k) = (DW|7p), o W est ’ondelette orthogonale,
donc

hl(—Qk) = <D\Il|7-2k§0> = <DTk‘Ill<p>ah1(j - Qk)

hi(j — 2k) = (D¥|7j-2xp) = (D7 ¥|Tj¢0).
On peut donc écrire :

Aj = % (D7rplp) (Drieplrip) + (DT ¥ ) (D1 U 750))

= 3 ({{elDrip) Dricplryip) + (6| Driw) Do) )

= <Z<‘PIDTkSO> Dmplmp> + <Z<<PIDTk‘I’> DTk‘I"Tj</’>
7 k

= <Z<<p|D7-k<p> Do+ > (| D7 ¥) DTk\IJ(Tj<p>
k k

On reconnait en Y (| D7) DTy la projection de ¢ sur V3. De
k
méme, on reconnaiten Y _(¥| D7) D7 ¥ la projection de ¢ sur
k
Wi.
On a ainsi obtenu 1’ égalité
Y (¢|D7ip) Do + Y (0| DT W) D7y ¥ = o,
k k

qui nous donne
4; = <E<@|DWP> D + 3 (01D ¥) DTk\I’ITj‘p>
k k

= (p|Tj) = 65,0,
et finalement,
Pu=Y" Aj(ranjp) = 80(ranjps) = po.
J J

D’ou le résultat.

. Décomposition d’un processus stationnaire du second ordre

A.2. Convergence des filtres de Battle-Lemarié vers le
filtre idéal

Cette annexe 2 est proposée pour lacommodité du lecteur, quoique
le résultat soit déja présenté dans différentes publications dont
I"article de P.G. Lemarié (cf. [Lem]). Un résultat équivalent en ce
qui concerne les filtres de Daubechies s’obtient aussi aisément.

Une fonction d’échelle de Battle-Lemarié de régularité m, a pour
Transformée de Fourier :

1 1

o) = ==
€] /;@%{TM_

Le filtre d’échelle associé vaut alors :

1
2 &I

mo(§) = V2 | =

1
2 G
n

Nous poserons m(€) = %mo(f) et nous montrons :

lim mo(w) = mS(w) o m(€) = —=ms(€)

m—-+oo \/5

Preuve :

mg(€) =

Nous savons déja que m, (0} = 1, car la Transformée de Fourier
de la fonction d’échelle associée vaut toujours 1 en 0. On feradonc
I’étude pour £ # 7. D autre part, m,(£) est symétrique et 27—
périodique. Ces remarques permettent de limiter I’étude 2 )0, 7[.
Remarquons aussi, que la convergence ne peut étre que presque
partout, puisque m,(7/2) = 1/2, alors que m§ (7/2) vaut 1 ou
0 suivant le choix que I’on en fait.

Un calcul aisé améne tout d’abord a :

1
 rEeT

Imq(6)]* = T
2 (e

puisque £ # 0.
Nous poserons

1 1
Nm(§) = ;(1+—2%,T)—2;a et Dp(€) = zn: W

) =1+ 2, ey

Soit In(&) =1 1
oit I, (€) +T§O T

N (§) = 1+ Im(§).
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Soit0 < é<a<m,

2nw
2 = Il |5 2 1ol
or Z =2 +¢, 00 e >0, donc | 2] > [n|(2 +¢).
2 2
kil 1‘> o —1>1n|(24¢)-1.

Donc |Im( )| < 2 21(7(‘24_6)—_1)25

Soit N, = sup{1,1/e}, alors, pourn > N, n(2+¢)—1 > 2n,
donc

1 1
M2 Fe) — 1) = n)m
On écrit que :
1 X 1
L, G T 2 G
t X GEe
ce qui conduit alors a :
N Dl e BN o gt
et (n(2+¢) — 1)*>m o (n(2+¢) — 1) el (2n)2m
Ne

Immédiatement, lim
—>+oo

1 _
2 G- = O
D’autre part, grice i I’aliure de la fonction =, nous avons :
part, g 22)
~+-00

DR Iy PRSP S -
W (2n)2m = (233)2m T 92m (2m _ 1)N62m—~1 .

£
Comme nous avons choisi N, > 1,

1 1
im ——m8Mm =
m—1>+oo 22m (2m —1) NZm—1

On en déduit donc que 11111 I,(§) = 0, pour £ €]0,7], et
m—+00

donc :
lim Np, (&) =1,

m—>+00

pour £ €10, 7], (A1)

Etudions maintenant D, (£) = ; (IT%T"'
Pour £ €]0,7/2[, il suffit de poser Q@ = 2¢, et il vient :

D, (&) = Ny (282), de sorte que :

Pour ¢ €)0,7/2[, lim Dy (€) =1 (A2)

Maintenant, soit { €|n/2,n[,etposons 7/2 < £ < a < 7. 1l
vient

1 1
gt

1
> TP

jn|>2
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Décomposition d’un processus stationnaire du second ordre

Commencons par le troisiéme terme : l%l > |n]Z. Or, 2>1
donc £ =1+¢, 0l e >0, donc || > [n|(1+¢)
—”+1‘ > ‘@g‘ 1> n|(14¢) -1
Donc
> 1
S e $15 e ST
n7r - _ 2m
|n|>2 ( T n=2 (n(l + 6) 1)

Soit N, = sup{2,1/¢}, alors, pourn > N, n(l+¢)—1>n,
1

donc W S n2m

1
Z(nl—i—e)—l Z(n(l—i—s—l)

De maniére immédiate, lim
m—++00

ZWZO'

D’autre part, grace a 1’allure de la fonction W’ il vient :

00 +o0
2m = 2 = Im—1"
n=No+1 " i e (2m — 1)N:
Comme
1i 0, lim EOO —1—— =0
m-—>+00 (2m 1) €2m~1 " m—oo N1 2m

Enfin, comme w < a, nous aurons :

1 < 1
(1—Zem = _%)2m'

a

OrZ <a,donce < Z—1< 1l,etdonc lim 1_+)2m=+00,

m—-+oo

ce qui induit que h = +4-00.

oo (1 7r)2m

En récapitulant tous ces résultats, nous avons :

Pour ¢ e]g-,w[, lim Dy (€) = +00 (A3)
En appliquant les résultats (A.1), (A.2), (A.3), on en déduit le

résultat annoncé.
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A.3. Majoration de la corrélation des cefficients d’on-
delettes

La fonction 'y(§ ) étant a support compact dans [—m, 7], on peut

estimer E[cp ] par une somme de Riemann par exemple.
Comme pour
1

R CNGIX;
o e |0 :

on peut aussi chercher a majorer

(©)] 7€) de.

£p &y 1 [ (1627 (k=1)
Elghe’] = | 'Fu

Or au paragraphe 4.3.2., nous avons vu que le terme dimension-
nant dans la majoration proposée et qui a conduit au théoreme
43222 est

+o0
o [ e (](F e - |t )(5)]2) 7€) dE.

— 00

et on peut donc chercher & majorer ce terme de maniére suf-
fisamment précise pour éviter I’estimation de I’intégrale. Nous
omettrons dans la suite le paramétre N et cherchons 2 majorer le
terme

+o0

= [ e ([ew=e] - |Fero] ) weo

— 00

Nous écrivons

+oo

& [ e (lewee] -

-0

{3 9"5’5")@\2) o(€) d5| < 5%

avec

+oo
€ 1 £ £ 2
s =5 [ Ea=)OF - [(Fe )@ e dt
—00
Comme
nFrr

(€)= Z’Y ( ) Xpz (§)

oy, = (Vi,...,Vp) € {0, 1}?, nous pouvons encore écrire

so =2 () & [ wseor-
2 4

[(Fo™=)(€)*|rp(€) d&

Décomposition d’un processus stationnaire du second ordre

En faisant intervenir les intervalles A v
on obtient :

[n-p 2p7n—p 217 + zlp]’

o e p (e / G

(Fe>20) ()2 p(€) de

2
Skp) (€ )‘ = 2P X \», (£), il vient finalement :

/ fl pE) () — 29
A—P

t 2 7("”)% / '(Fus’ép)@)]z’ds

ALy

Comme l (Fo

S§P = n p7r

d€

uy@f° =TT me, 25| res@)f

etVe € {0,1},VE€ € R,

me(€)? = lao(©)|mZ ()1 + lar (§)F[mi_. (€)[*-

Nous en déduisons alors :
p . P . 2 ) 2
I [me, (€27 H1*= 1[I “ao(&]“l)‘ ’mfj(&f—l)‘

Jj=1 Jj=1

9 o2
i 2

Soient alors les p-uplets 8, = (01,...,0,) € {0,1}7 et
définissons la suite des fonctions ay, de la fagon suivante :
sif; = €, alors cvg, = ap; etsibf; =1 — ¢y, alors ap, = ay.

Nous pouvons alors écrire :
S.e 2
‘(FM ’-P(é)} =

2 [H |, (€277 1)1 11 Img, (627~ PI(Fe® (O

6, li=1 j=1

p ,
En [] mg (62771 ]?|(F®(€)]?, on reconnait
j=1

(Fe52(©)] = 2x00,(6).

On adonc:

(Fu2)©)| = 2 | [T leo, €27 )2 x 08, (6)
j=1

P
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11 vient alors :

[ liEuseriop — 2l = [ 20— jruenyepag

AP Ay
p .
:2T’/ 1= T lao(e2i=1)2 § e
N =1
"
ainsi que

[ 1Enss@pds =2 [ [Tla e pd

Zp Yp
A+ A

On obtient donc :

w =y (=) 2 | 1—j1_i11|ao(§2j_1)'2 d

ar
p
+ 5 v (552) 2 [ [Tlaw, €2)Pag
v, #E, i5 =1
+

En utilisant les notions et les notations introduites au paragraphe
4.4., nous posons :

Al) =~ (”;”) Z / Ii[llayj(§2j_l)l2d€

Vv
—p
A%

pour v, # g,
et

nfrm\ 2P ud i—1vyi2
Hep) =75 ) = | §1- [Llao(e2 NI 5 d,
A% =t
de sorte que nous pouvons réécrire : 5% = I(g,)+ > A(y,).

Lo7Ep

Nous pouvons aussi écrire

Aly,) =7 (n;;ﬁ) ;2; /

Jip iy

I lew, (€29-1)2de
F=1

Nous avons déja défini :

Jo(ky) = {5 € {1,...,p}/K; =0}

et
Jl(ﬁp) = {.7 € {15 .- ap}/’%j = 1}

Nous noterons ici | Jo(x,,)| le cardinal de Jo(x,,) et |J1(x,,)| celui
de Jl (ﬁp) .
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Maintenant, posons en plus :

IO(’_/_p) = {.7 € {L"'?p}/yj :Ej}a
Ly,)={iel,. . . ,pt/vy=1-¢}

On remarquera que le cardinal |Ip(v,)| de Io(v,,) est égal a 1a
distance de Hamming entre v, et g, que nous notons d(yp, Ep)s
et quant au cardinal |I,(v,| de I1(v,), il est encore égal a
p—d(y,,&,)-

Définissons ensuite les ensembles ¥V (m,n) € {0,1}?,

Rm,n(ﬂw.’ip) = Im (y—p) n Jn(ﬁp)
et les cardinaux de ces ensembles V (m,n) € {0,1}2,
lRm,n(Zpa ﬁp)‘ = Card(Rm,ﬂ (Zpa ﬁp))

En introduisant ces définitions, nous obtenons, que pour tout
0ps Vpi Ky

p
1T Jow, (62771 = I
j=1 jeRo0(8,.5,)
x I
jeRo1(8,,:5,)
x II
ieRi,0(8,.5,)

X II

i€Ri1(0,,5,)

low,; (€297 1)
]an (€2j_1)|2
|an (§2j_1)l2

|ow, (€2971) 7

Pour j appartenant a R o (zp, £,), nous avons alors, par définition

de Ro,0(vy, £,), j élémentde Iy(v,,) etde Jy (ﬁp). 11 s’ ensuit donc

que o,,; = ag et k; = 0. Pour £ appartenant & J*»%», nous avons

donc |y, (£27-1)2 = |ao(£2971)|% et comme k; = 0, il vient

que £27-1 appartient 2 Kf\‘f(’; 1) o donc a V,,. Finalement, nous
v,)

obtenons que dans le casodl j € Ry (gp, Kp)s
|, (627717 = lao (62N> < 1 - 8(e).
Par conséquent, nous aurons

H Jo, (€272 < (1 - 6(a))|R0,o(Z,,yﬁp)|

7 €Ro0(v,.5,)

(A4)

Nous procédons de méme pour j appartenanta Rg 1 ( Yp, ﬁp) .Nous
avons alors, par définition de Ro,l(gp, @p), j élément de Iy (yp)
et de Ji(x,). Ainsi, a,, = ap et k; = 1. Pour { appartenant
a J% %, nous avons |a,, (£2971))? = |ao(£2771)|? et comme
k; = 1, il vient que £27~! appartient 2 Kj\ljg;)’l, doncaR-V,.
Finalement, nous obtenons dans ce cas 1a 7

low, (€27 NP = [(ao(62 P < 1—ja (€@ HP < L.
Par conséquent, nous aurons

II  le @ )P <t

Jje RO,l(Zpaﬂp)

(A5)
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Lorsque j appartient a Ry o(v,, ﬁp), nous avons par définition
de R.lzo(zp’ﬁ”)’ j €lément de I;(v,) et de J()(ﬁp). DKans ces
conditions a,,; = a; et k; = 0. Pour £ apaprtenant 2 J<»**», nous
avons donc [ay,, (£2771)[? = |a1(£2771)]? et comme x; = 0, on
trouve que 27! appartient 3 K /’\’;(JV_ ) o etdonc a V,,. Finalement,
v,)

ona
1

o, (271" = lar (€272 < 3.

11 vient donc

. 1
Ji—1y12 <« (2)Ruo(,.5,)]
Il @ P<()
jeRio(y,5,)

(A.6)

Enfin, lorsque j appartienta Ry 1(v,,, &,), j estélémentde I; (v,,)
et de Ji(x,) et alors, nous avons, o, = ay et k; = 1. Pour £
appartenant a2 J% "%, |, (€2971)|2 = |a;(£2771)|? et comme
k;j = 1, il s’ensuit que €271 appartient 2 Kf;(_zlp),l’ donc 2
R — V. Finalement, dans ce dernier cas,

low, (€277H)? = Ja: (6277 < 8(a).

On obtient alors la majoration suivante

[T o, €@ NP < 6(a) o)
i€R1(z,.5,)

(A7)

En utilisant les relations (A.4), (A.5) et (A.6), nous avons :

p

I lew, (€277 2de <

JEprEp j=1

(1- 5(a))lRo,o(zpﬁ,,)l(%)|R1,o(zp7ﬁp)l(5(a)|R1,1(z,,,£p)|IJz,,,ﬁ,,[

en posant | JZe % | = / de.

JEpEp
Par conséquent, nous obtenons :

Ay,) <7 ("'p") Z 31— 5(a))Ro,o(zp7ﬁp)|(%)Rl,o(zp,ﬁ,,)l

2p ™ "
Zp
6(a)R1,1(E_psE_p)l‘sz7ﬁ’p |

11 vient encore

Y A< Zx Y (7 (n;p”)

Yp 7 vp7ey
- 5(0))|Ro,o<z,,,ﬁ,,)l(%)|R1,o<zp,ﬁ,,>| (AS)
5(a)lR1,1(zp,ﬁp)l < 'szvﬁ,,l)
De méme,
nfer\ 2P P ,
= - — F—1\i2
o) =1(52)% [a T fnte2 a6

€
-p
A%

. Décomposition d’un processus stationnaire du second ordre

Comme Ai" = Uy Jo%» et que les J%* sont disjoints 24 2,

I,y ("—2—”)2% / {1-1i[|ao(§2j_1|2}d§

JEpEp

Lorsque j appartient 2 Jo(k,), x; = 0,£2/71 appartient 2
V., . -

K;;(zlp),O et donc & Vg. Alors 3 < Jao(£297)|? < 1 - §(a),

et donc, pour £ appartenant & J»'%r,

1

(2)!Jo(ﬁp)! <

H lag(€27~1)[2 < (1 = 6(a)) Vo)

J€Jo(k,)

Lorsque j appartient 2 Jy(k,),x; = 1, £277" appartient 2
K ffg;:)’l, et n’appartient donc pas a V,,, par suite

1-é(e) < lao(27 M <1,
et pour £ appartenant 3 J&»%»,

(1- 5(a))le(5p)( < H

J € Jik,)

lay(€277 )PP <1

Ces majorations nous conduisent, pour £ appartenant & J%»%» 4

P

< 1T lao(62 1)

j=
< (1= 8t <1,

()1 — gy )

de sorte que nous aurons :

14
. 1 " (s
1 —]1;[1 lao(€29 )7 < 1— (§)|J°(—p)'(1 — §(a)) 1)

Ainsi,
p .
[ 1= laste2r P § de
N =t

=% [ $1-Tl ez )P pas

TP Epikp

< HZ (1(%)|Jo(5_p)|(1 — 5(a))lJ1(ﬁp)|) | JE ks |

On obtient :

20 [nEry L. Jo(s
I(g,) < ?7( 2 ) Z <1 - (§)|J (£,)] (A.9)

K
=r

(1- 5(a))lJ1(ﬁp)|) | TS 5|
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En combinant (A.7) et (A.8), nous obtenons finalement :
PROPOSITION :

i) pour tout & €1% — o, 2], 3 < lag(€)* < 1 - §(a)
i) pour tout £ € [0, % — a],0 < |a1(€)[* < 6(e)
alors :
+o00 . . ) . )
= / 7 (‘(Fu )@ - [t )»yp(odg <

~00

%7 (niiw) Z (1 - (%)Uo(ﬁpﬂ(l _ é(a))\Jl(Ep)f) |J£px£p]+

[
-P

2 5 (o () S sty st s g oty
[
-p

v,

8(a) Rty )l o |sz,ﬁp1>
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