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résumé et mots clés

Cet article propose de préciser la localisation dans I'espace d’état d’un systéme linéaire des sous-espaces (A, B)-invariants
associés aux noyaux des sorties « naturelles » de la forme canonique contréleur. Il en résulte qu’il n’est pas possible de rejeter
de ces sorties les perturbations qui influencent la partie commandable du systéme.
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abstract and key words

This paper expose the localization inside the state space of a linear time-invariant control system of the (A, B)-invariant subspaces
associated to “natural” outputs associated with the controller canonical form. It results the impossibility to reject from these outputs
the disturbances which influence the controllable part of the system.

(A, B)-invariant subspaces, Disturbance decoupling, Geometric approach, Linear time-invariant control systems.

1. introduction

La théorie géométrique des systémes linéaires est apparue a la
fin des années 60 grice aux travaux simultanés et indépendants
de Basile et Marro, d’une part, et de Wonham et Morse, d’autre
part. Elle a permis d’obtenir de nombreux résultats de synthése
par bouclage [5, 1] et a eu une influence sur I’enseignement,
notamment a I’Université Paris-sud en second cycle {2].

Nous nous proposons de caractériser la localisation de certains
sous-espaces (A, B)-invariants associés aux noyaux des sorties
«naturelles » de la « forme canonique contrbleur », ¢’est-a-dire
aux variables qui sont en bout des chaines d’intégrateurs de
cette forme canonique. En conséquence nous démontrons qu’il
n’est pas possible de rejeter de ces sorties les perturbations qui
influencent la partie commandable du systeme. Ce résultat parait
important pour la pratique car on constate que les sorties des
chaines d’intégrateurs de la forme canonique contrdleur (sorties
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« naturelles ») sont dans de nombreux cas les variables que I’on
cherche a contrdler.

Par souci de concision, nous limitons cet exposé€ au cas des
systémes linéaires monovariables, ¢’est-a-dire 4 une seule entrée.
L’extension au cas multivariable se fait aisément grice a la
généralisation multivariable de la forme canonique contr6leur
présentée dans [3].

2. forme contréleur
modifiée

Nous considérons un systéme linéaire monovariable, c¢’est-a-dire
a une seule entrée, dont la représentation d’état est de la forme

t=Axr+ Bu )]
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Les vecteurs d’état x et d’entrée u sont respectivement a valeurs
dans R™ et R. Les matrices A et B sont a coefficients réels et
respectivement de taillesn x netn x 1.

Pour étre tout a fait général nous ne supposerons pas nécessaire-
ment ce systeme commandable. Par conséquent nous noterons par
C = Im[BAB --- A" 1B] le sous-espace de commandabilité
de (1). Lorsque dim C < m, tout supplémentaire C de C dans R™
correspond a un sous-espace non commadable de R™ et 1’égalité

R"=CaC (2)

est une décomposition de Kalman de I’espace d’état relativement
a la notion de commadabilité.

Théoreme 1

Soit un systeme (1) tel que dimC = ¢ < n. [l existe un
changement de base z = T¢% de 1’espace d’état R” tel que

R 3 ti i H 4
(9)-(5 1) (£) () o

avec fﬁ a valeurs dans RY et §b dans R"9, et les matrices’ Aﬁl,
A§2 et B% ont la forme suivante :

0 1 0 -« .- 0
Aglz
: 0
0 1
* * *
0 0 0
A§2: et B =

o

*
*
*
*
—

(Quant a la matrice A‘;Q, elle ne posséde pas de structure parti-
culiere.)

Remarque

La nouveauté de (3) par rapport 2 la forme que I’on obtiendrait
en effectuant une décomposition de I’espace d’état sous la forme
R™ = C @& C et en mettant la partie commandable sous forme
contrleur est la structure de la matrice Ay : dans une base par-
ticuliere, la partie non commandable influence la partie comman-
dable uniquement par I’entrée de la chaine d’intégrateurs consti-
tuant la forme contréleur (toutes les lignes de AL}Q sont nulles sauf

. Avec la convention habituelle que «x» désigne, & chaque occurrence, un
coefficient réel quelconque.

634

Traifement du Signal = Volume 15 - n®6 — Spécial 1998

la derniere). La forme (3) est obtenue grice a un choix judicieux
d’une base dans la partie non commandable comme cela est fait
dans [4].

Preuve

Soit P une matrice de changement de base x = Pz, avec

L33

z = , conduisant a une décomposition de Kalman (2).

™2

Dans la nouvelle base (1) se transforme en

s _ Ay A B,

= ( 0 gy z+ 0 U “)
Dans la partie commandable de I’espace d’état, on peut effectuer
le changement d’état Z = () & pour avoir la forme compagnon
de la matrice Ay1 et Q=1 By = (0 --- 01). Nous aboutissons &
la forme controleur de la partie commandable du systeme. Nous

renvoyons a [2] pour la forme des équations (4), le choix de la
matrice inversible P et la construction de la matrice ().

Par conséquent, apres le changement d’état

=r(80)(0)

les équations du systeme (1) s’écrivent :

& = 52 + 1/1125

ngl = éq +~<;71A512§- R ~
§_q = —apdr— - —og-1éq + q4412§ +u &)
gl = 1A22§_

gn—q n'qAZQg

ol ;M désigne la j-¢me ligne de la matrice M et les coefficients
ay; sont ceux du polyndme caractéristique de la matrice Ayq.

11 est aisé de vérifier que le changement d’état

&g = &
55 = 51
g o= &
: (6)
g = &Y
q S,
g = &
\ flrjlfq = gn—q

conduit a la forme canonique (3). Notons que ce changement
d’état a déja été utilisé dans [4] pour obtenir une nouvelle forme
canonique par changement d’état et bouclage. Nous I’appliquons



ici pour obtenir une nouvelle forme canonique par change-

£

ment état uniquement. De plus il est de la forme > =

§
1
( é ? ) ( ?, ) , ¢’est-a-dire que les composantes £ du nou-
veau vecteur d’état correspondent a la partie commandable C de
R™.

3. invariance et forme
canonique controéleur

Rappelons les principales notions de la théorie géométrique. Nous
renvoyouns a [5] pour plus de détails.

Un sous-espace V' est appelé un (A, B)-invariant du systéme (1)
s’1l vérifie :
AV CV+B 7

ou BB désigne le sous-espace Im B.

Pour tout sous-espace V' de R™ il est possible de définir Z(V'), le
plus grand sous-espace (A4, B)-invariant contenu dans V. Il est
déterminé par I’algorithme :

W=V

Vi=VNnA Vi1 +B), i=1,2,...
qui s’arréte en un nombre fini d’étapes lorsque V; = Vo =Z(V)
(en tout cas lorsque 7 < n).

Rappelons enfin que la notion d’(A, B)-invariant permet d’ex-
primer la condition nécessaire et suffisante rejet de perturbations
par bouclage : il est possible de rejeter la perturbation de la sortie
y si et seulement si I’'influence de la perturbation est contenue
dans le plus grand sous-espace (A, B)-invariant contenu dans les
noyau de C ou C est telle que y = C' z.

Appelons £ = (e}, ..., eg, e, ... 7€Z-q) la base dans laquelle

la forme canonique (3) est écrite. Nous noterons par Ra la droite
vectorielle de R™ engendrée par le vecteur a # 0.

Lemme 1
Le plus grand (A, B)-invariant contenu dans le sous-espace

b

n—q

S;=Re} @ Rel_ GRel, & DRe! DRE, B Re

est
b

n—gq

I(S) =rel @ Re!_ | DR B - Re

La démonstration de ce Lemme résulte d’une application dans la
base £ de I'algorithme de détermination du plus grand (A, B)-
invariant contenu dans un sous-espace; elle est laissée au loisir du
lecteur.
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4. application au rejet
de perturbations

Considérons maintenant un systeme linéaire de la forme

it =Ax+Bu+ FEw .
- C (8)
y =Cr

Le vecteur d’état x est a valeurs dans R”, I’entrée (commande)
u est scalaire, la sortie a valeurs dans RP et la perturbation o
a valeurs dans R®. Les matrices A, B, F/ et C sont de tailles
appropriées.

Le changement de base x = T¢% du Théoréme 1 appliqué au
systeme (8) conduit a la forme

A?l A%z b B? Ef
( 0 A;z fj + 0 u+ E}g, w

y = (CfC3) €

éb

I

ou les matrices possédant une particularité sont explicitées au
Théoreme 1.

Théoréme 2

Supposons y = g&, ¢’est-a-dire Cf = (10---0) et C5 =
(0---0).Si E§ # (il n’est pas possible de rejeter I’influence de
la perturbation sur la sortie y.

Remarque

L’hypothese y = 5? est raisonnable pour un systeme réel et se
rencontre dans de nombreux exemples. La variable & commander
est précisément celle en sortie de la chaine d’intégrateur qui cons-
titue Ia forme controleur de la partie commandable du systeme.
Nous qualifions cette sortie de « naturelle » par rapport a la forme
contréleur. Notons de plus que ’hypothese E% # 0 est obligatoire
dans la majorité des cas de la pratique si le systeme est comma-
dable; autrement le systeme ne serait pas sujet a des perturbations.

Preuve

Travaillons dans la base £ précédemment introduite. Le noyau

lié a cette sortie est Ker (C! C3) = Ker(10---0) = &

(défini Lemme 1). D’aprés le Lemme 1, Z(Ker (C} C3)) = C.

Si E% # 0 la condition nécessaire de rejet de perturbation [5]
# _

R ( lE;é ) C Z(Ker (Cf C5)) = C west pas satistaite.

Terminons par une autre application du Lemme 1.

Théoreme 3
Le plus grand sous-espace (A, B)-invariant contenu dans le noyau

de la sortie y = CH¢!, avec rg CF = g, est €. Si EF # 0il n’est
pas possible de rejeter I influence de la perturbation sur la sortie y.

Preyve

La condition rg C* = ¢ entraine 7(Ker C*) = C. La démonstra-
tion se termine comme la précédente.
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