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résumé et mots clés

On corrige la distorsion d’un signal le long d’une ligne électrique, modélisée par I'équation des télégraphistes. Cette commande,
corroborée par des simulations, prolonge des travaux antérieurs sur les équations des cordes vibrantes, de la chaleur et des
verges vibrantes. Elle fait appel ou calcul opérationnel et a l'interprétation de la commandabilité obtenue gréce a la théorie
algébrique des modules. On généralise, ainsi, a la dimension infinie la planification de trajectoires des systémes non linéaires
plats.

Equation des télégraphistes, commande, signal, distorsion, platitude, modules, calcul opérationnel, convolution, fonctions de
Bessel.

abstract and key words

We are compensating the distorsion of an input signal along an electric line, which is modellised by the telegraph equation. This
control synthesis, which is corroborated by several simulations, confinues some previous works on the wave, the heat and the
Euler-Bernoulli equations. It also employs operational calculus and the algebraic interpretation of controllability obtained thanks
to module theory. It extends to infinite dimensional systems the motion planning of flat nonlinear systems.

Telegraph equation, control, signal, distorsion, flatness, modules, operational calculus, convolution, Bessel functions.

Avu professeur Bernard Picinbono, en hommage respectueux
pour son soixante-cinquiéme anniversaire

- on connait les lois physiques précises de la transmission,

1. introduction

- on peut, comme en automatique, précompenser I’entrée.

11 est, alors, loisible de modifier de fagon active u () pour corriger
ladistorsion de y(t) et, ainsi, restaurer le signal d’entrée. On utilise

En traitement du signal, on cherche souvent a reconstruire un
signal d’entrée u(t), dégradé, en analysant le signal de sortie y(¢).
On aborde ce sujet par la commande d’un systtme a parametres
répartis, théme classique s’il en est (¢f. [1, 3, 6, 19]). En effet,
dans certaines situations privilégiées, comme ici, avec une ligne
€lectrique, il convient de tenir compte des éventualités suivantes :

la convolution

u=Fx*y ey

Le filtre acausal F, obtenu en supposant la ligne régie par
I’équation aux dérivées partielles, dite des télégraphistes (cf.
[29]), s’exprime avec un retard, une avance et des fonctions de
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Bessel. 11 est & support compact, propriété autorisant des calculs
aisés et réalistes. Une telle planification de trajectoires, selon une
terminologie courante en robotique, s’apparente a la commande
des systemes non linéaires, dits (différentiellement) plats [9,10]
(voir, par exemple, [18, 30, 32] pour une présentation simplifiée).
Elle prolonge (voir [12, 20]) des travaux récents sur diverses
classes de systemes linéaires de dimension infinie, comme les
systtmes a retards (voir [24] et [25]), les équations des cordes
vibrantes [25, 26], de la chaleur [14, 15] et des verges vibrantes,
équation dite aussi d’Euler-Bernoulli [13}'. La détermination de
la sortie plate y emploie, également, le calcul opérationnel, ou
symbolique, autrefois usuel en mathématiques appliquées (cf. [4,
277), et I'interprétation de la notion de commandabilité obtenue
dans le cadre de la théorie algébrique des modules, d’abord en
dimension finie [7], puis pour les systtmes a retards (voir [24] et
[11]).

Apres une courte description du modele physique, nous exhibons,
pour simplifier la lecture, la solution opérationnelle sous une
forme qui prouve que la tension de sortie y(¢) n’est autre que
la sortie plate. Les simulations, qui exploitent (1), donnent,
sans aucune discrétisation de 1’équation aux dérivées partielles,
I’entrée correspondant a la sortie désirée; elles sont comparées
aux déformations subies sans cette précompensation. D’autres
simulations valident la robustesse. La derniére partie est consacrée
a un survol des justifications mathématiques. A coté des modules
déja évoqués, nous présentons le calcul opérationnel de Heaviside
a travers le formalisme algébrique, d a Mikusiniski [22, 23] (voir,
aussi, [35]), qui évite bien des difficultés liées a la transformation
de Laplace. Enfin, est esquissée la détermination de (1), qui utilise
[22, 35].

2. équation
des télegraphistes

2.1. le modéle physique

On s’intéresse a la propagation d’un signal dans une ligne élec-
trique, de longueur ¢. Soient R la résistance, L I’inductance par
unité de longueur, C' la capacité et (7 Ia perditance, par unité de
longueur.

Courant et tension vérifient (cf. [29]) :

o1 . Ov
L= Ri—5
ov o1
Cot = Tar Ge

1. On trouvera en [16] un panorama complet pour des équations de type
parabolique et celle des verges vibrantes.
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Figure 1. —- Modgéle de ligne électrique.

ol 0 < z < 4, ¢t > 0. Une élimination immédiate fournit
I’équation des télégraphistes (cf. [29]) :

Zu(z
5_8_;27_0 — (R+L%)(G+C%)v(l"t) (2)

Les conditions aux bords sont données par la tension d’entrée u(¢)
et la loi d’Ohm en sortie :

v(0,t) = u(t)
v(€,t) = Zi(L,t).

L’entrée et la sortie sont donc, respectivement, u(t) = v(0,t) et
y(t) = v(6,t).

2.2. calcul opérationnel

2.2.1. solution opérationnelle

Avec des conditions initiales nulles, c’est-a-dire v(z,0) =

0
9 z,0) = 0, le calcul opérationnel transforme (2) en 1’équa-
ot P

tion différentielle ordinaire en la variable indépendante x

' (z, 8) = w(s)o(x, 3) 3)
ol w(s) = (R + Ls)(G + Cs) (s est un parametre, désignant
la dérivation par rapport au temps). Les conditions aux bords
deviennent

8(0)(0,8) =4, (R+Ls)dl,s)=2Z0(C,s). (@

Les quantités @ et © sont les analogues opérationnels® de u et v.
La solution générale de (3) étant

o(x) = Ach((¢ — z)v/@) + Bsh((¢ — z)v/w@)

2. Dans la justification traditionnelle du calcul opérationnelle (cf. [4, 27]), G et ¥
sont les transformées de Laplace de u et v, c’est-3-dire 4. = fo oo e stu(t)dt et

o= f;oo e~ S'v(x, t)dt. L autre approche, due & [22, 23] (voir, aussi, [35]), sera
évoquée plus bas.



ol A et B sont indépendants de x, (4) permet d’écrire

i(z) = (ch((£ — 2w (9)
R+ Lssh((£ —x)
Z w(s)

ou § = ©(¢). La formule (5) nous conduit a choisir § comme
sortie plate. En particulier, il vient

s Sh 0/w(s)
ch(z\/%)thzL <\/w_(8_) )

(6)

W=

2.2.2. solution temporelle

Sans réelle perte de généralité et pour simplifier la présentation
des calculs, posons G = 0. Cette situation est bien souvent

R
considérée en pratique. Posons A = {VLC, a = 3 Alors,
w(s) = RCs + LCs* et (6) devient

Yo L L
u(t) = 21—y D)t - )

U 1 (L
‘(‘56 (1+—Z— 6)y(t+)\)

R R

—i—/—A (4Z __Lce Jo(ta/ 12 — A2%)
n e %Mo

N
(A — %\/—gr)lﬁ(ia\/ 72— AQ))y(t —T7)dr )

ol Jy et J; sont, avec les notations habituelles, des fonctions de
Bessel. La valeur de « 2 I'instant ¢ dépend de celles de y(7) pour
TEE~ AL+ A

3. simulations

Les simulations qui suivent ont été réalisées pour des valeurs de
R=21610"% L = 18,421077, C = 1,8 107!, Z = 100,
[ = 10°, en unités S.I. Le modele discret comporte N = 80
cellules (voir figure 1.1). Les créneaux d’entrées sont envoyés a
des fréquences de 50H z et 300H z.

On envoie des créneaux en entrée dont I’amplitude tient compte

I
du gain statique de la ligne (1 + %)
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3.1. fréquence 50 hz

A cette fréquence, on constate une certaine déformation du signal
d’entrée.

La méthode de précompensation, fournit bien les créneaux
désirés. Avec la méme amplitude du signal d’entrée, on obtient
des signaux de sortie plus faibles (facteur 2.5), mais bien plus
lisibles.

3.2. fréquence 300 hz

Les créneaux d’entrée sont, alors, déformés au point d’étre mécon-
naissables.

Commande v(0,t)=u(t)

25 T : T T —
20f
|
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Figure 2. — Créneaux en entrée. Fréquence 50 Hz
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Figure 3. — Précompensation. Fréquence 50 Hz.
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En utilisant un signal d’entrée de la méme amplitude, la méthode
de précompensation, fournit encore une fois des créneaux nets
facilement détectables mais d’amplitude plus faible.

3.3. robustesse

En général il est assez facile de bien estimer R. En revanche les
parametres L et C sont parfois mal connus. Les simulations qui
suivent indiquent une robustesse satisfaisante® de notre méthode
par rapport a des erreurs de modele.

3.4. conclusion expérimentale

En dépit d’une certaine atténuation, on obtient en sortie des
signaux nets et bien détectables. Cela devrait permettre d’ang-
menter sensiblement le débit de transmission de la ligne.

4. justifications
théoriques

4.1. calcul opérationnel de Mikusinski

L'ensemble C des fonctions continues, définies sur [0, +cof, et 2
valeurs complexes, muni de I’addition +,

(f +9)(t) = f(t) +g(t)

et du produit de convolution f x g,

(> g)(t) = / J(t ~ 7)g(r)dr

est un anneau commutatif. D’apres un théoréme fameux dii a
Titchmarsh (voir, par exemple, [22, 23, 35]), C est intégre, c’est-
a-dire sans diviseur de zéro :

frxg=0&f=0 ou ¢g=0

Le corps de fractions M de C est appelé corps de Mikusiriski.
Tout élément de M est appelé opérateur.

Notations

1) Une fonction f(t), considérée comme opérateur de M estnotée
{f()}. Ainsi, {1} € C se confond avec la fonction de Heaviside

1 si

H(t):{ 0 si

t>0
t<0

3. La démonstration mathématique de cette robustesse reste & faire.
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2) Le produit (de convolution) de deux opérateurs ¢, b € M est
noté ab.

Exemples

1) L’élément neutre 1 de M est I’analogue de la distribution de
Dirac dans la théorie des distributions de L. Schwariz.

2) L'inverse dans M de la fonction de Heaviside {1} est I’opéra-
teur de dérivation s qui ob€it aux regles usuelles : si f € Cest C?,
alors s f = {f} — {£(0)}. Les opérateurs du sous-corps C(s) de
M ont la signification habituelle. La dérivation fractionnaire /s

. 1
est I'inverse de {———1.
vV 2rt
Commande v(0,t)=u(t)
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Figure 4. — Créneaux en entrée. Fréquence 300 Hz.
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Figure 5. — Précompensation. Fréquence 300 Hz.



3) L'opérateur ¢ **, A € R, A > 0, est I'opérateur de retard,
d’amplitude A. Son inverse e** est I’opérateur d’avance, d’ampli-
tude A.

Une fonction opérationnelle [22, 23] est une application I — M,
ol [ est un intervalle de R. On peut en définir la continuité, la
dérivabilité et I'intégrabilité.

Le calcul opérationnel associe a certains types d’équations
aux dérivées partielles linéaires des équations différentielles
ordinaires linéaires, dites opérationnelles. A 1’équation des
télégraphistes (2), avec conditions initiales nulles, correspond
I’équation opérationnelle (3), ol s doit étre considéré comme un
paramétre constant. En (4), (5) et (6), %, qui correspond a la com-
mande u, est une quantité transcendante par rapport au corps M.

4.2. modules et sorties plates

Réécrivons (5) sous la forme

Qb = P(z)a (8)
ol
P(z) = ch(f — z)\/m(s) + R ZLS sh(¢ — g;)(s)w(s)
Q:Chf\/w—(5+ R";Lsshf\z/;i)s_)

sont respectivement une fonction opérationnelle et un opérateur.
Nous allons examiner les propriétés du C[P(z), @]-module M
engendré par 4 et ¥, vérifiant (8).

On peut montrer [16] que C[P{z), (] est isomorphe 4 un anneau
de polyndmes en deux indéterminées, a coefficients complexes. La
matrice (Q, —P(x)), qui est de rang générique 1, est une matrice
de présentation de M, c’est-a-dire

@-r@)(}) =0

Il en découle, en raison d’un théoréme di a [36] et déja utilisé en
[11,24], que M est sans torsion car les mineurs de cette matrice
sont premiers entre eux. De plus, en vertu de la résolution de
la conjecture de Serre [33], due & Quillen [28] et Suslin [34]
et déja utilisée en [11, 24], M n’est pas libre car le rang de la
matrice de présentation chute sil’on égale a zéro les indéterminées
représentées par P(z) et Q. Le module localisé

Mioe = C[P(2),Q, (P(2)Q) " @cpq M

olt I’on 8’autorise & multiplier par Uinverse de P(x)@), est libre de
base 1 ® 4 ou 1 ® 9. C’est la w-liberté de [11, 24], ou 7 = PQ.
Résumons ce qui précede par le

Commande de lI'équation des
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Commande v{0,t)=u(t)
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Figure 6. — Fréquence 300 Hz. Sous-estimation de C de 5%.
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Figure 7. - Fréquence 300 Hz. Sur-estimation de L de 5%.

Théoréme

Le C|P, Q]-module M est sans torsion, mais non libre. Le module
localisé My est libre.

Comme P(f) = 1, une base intéressante de M est § = 0(0),
qui est appelé sortie plate, ou basique.

4.3. fonctions de Bessel

Le passage de (6) a (7) estune conséquence des calculs et formules
dans [22], p. 207-208 (voir, aussi, [35], p. 136-138)*.

4, 11 est instructif de comparer les démonstrations basées sur le calcul opéra-
tionnelle de Mikusiriski avec celles & partir de la transformation inverse de Laplace
(voir, par exempile, [5, 27]).
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Remarque.

11 serait possible de démontrer directement que F est & support
compact grice au théoréme bien connu de Paley-Wiener (¢f. [311),
dont on trouvera une version propre i la transformation de Laplace
en [5]. Par contre, le support de I’opérateur F ', qui fait passer
de u a y, n’est pas compact.

5. Conclusion

Les questions de transmission, examinées ici, sont susceptibles
de suites variées (voir, par exemple, [2]). Mentionnons aussi
la récente étude (8, 17] d’un tuyau sonore modélisé, d’apres
[21], par une équation des cordes vibrantes avec amortissement
fractionnaire.
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