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résumé ef mots clés

Ce travail présente une procédure pour choisir la largeur de la fenétre spectrale utilisée dans le lissage d’un périodogramme
lors de I'estimation de la densité spectrale d’un champ aléatoire stationnaire. La procédure de validation croisée que nous
proposons est basée, comme pour I'estimation de la densité de probabilité, sur I'estimation de ’erreur quadratique intégrée

(ISE) en utilisant le principe dv «Leave-out-I».,

Densité spectrale, fenéire spectrale, périodogramme, et validation croisée.

abstract and key words

In this paper, we give a criferion to choice the spectral bandwidth in the smoothing periodogram via spectral windows to estimate
the speciral density for a stationary random field. As for the estimation of the probability density, the cross validation method
proposed here is based on the integrated square error esfimation using the principle of “leave-out-1".

Spectral density, spectral window, periodogram, and cross validation.

1. introduction

L analyse de Fourier et I’estimation de la densité spectrale pour les
champs aléatoires stationnaires ont une trés longue histoire. Elles
ont occupé une place importante dans le domaine de traitement
du signal et traitement d’image. Elles ont prouvé leur utilité dans
le filtrage linéaire et la théorie de prédiction en communication,
en séismologie (ol ’on cherche & déterminer la nature d’un
événement sismique par I’estimation de la densité spectrale), en
océanographie concernant la nature des ondes océaniques, en
physique concernant les périodes des vibrations fondamentales
de la terre, et dans divers domaines des sciences médicales.

Le but de ce travail est de présenter un critére de choix du para-
metre de lissage utilisé lors de I’estimation de la densité spectrale
d’un processus bidimensionnel (champ aléatoire). Nous consi-
dérons un champ aléatoire 2 temps discret, X = {X(n1,ng) :

ny noeZ }, centré et stationnaire ¢’est-a-dire : E [X (ng,ng)] =0
Vny,ngeZ et la covariance Cov (X (ny,ny), X(n},n5)) est une
fonction de (n} — ny) et de (nf — ny). La fonction autocorrela-
tion, R(s1, 82) = E [X*(n1,n9) X (n1 + s1,n2 + s2)], admet, de
la méme maniére que dans le cas unidimensionnel, une représen-

™ ™
tation spectrale : R(s1, $2) = / / UGB (g v).
-7 -

La densité spectrale du champs aléatoire X, si elle existe, est

2
M, Priestley (1981) [7] a
8’LL1(9U2

étudié I’estimation de la densité spectrale f en construisant le
périodogramme suivant :

définie par f(ug,u2) =

INth (uh uQ) =

N Ny 2

1 —3uNg ~iuUp Ny
G DY X(ni,ma)e e

n1=1ns=1
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Ce périodogramme est un estimateur asymptotiquement sans
biais de f(uy,usz), mais n’est pas consistant. Pour obtenir un
estimateur consistant, nous lissons le périodogramme par deux
fenétres spectrales :

v m
fN1,Nz(U17u2) :/ W](\/’ll)(ul - 561)
-7 J =7

I/VI(V?(’LLQ — LL‘z)I]\]L]\]2 (501, Zg)dwldiﬂg

Les fenétres spectrales W](\}l) et I/V](\,Q2 ) sont définies comme suit :

WI(V?(:E) = MDI/V (acM( ) et W (:c) = M](\Z)W (xM](\i))
ot W est une fonctlon continue positive paire nulle en dehors de
I'intervalle [~1, 1] et telle que / Wiz)dz =1, M}Q — +00

A -

N,
et £

— 0,7 = 1,2. Nous montrons que fn, (U1, u2)
i

est un estimateur asymptotiquement sans biais de f(ug, ug) et

consistant :

(2)

U 2
Y
NiNy )

Var [fa, nv (w1, u2)] = O (

11 est clair que le choix de M ](\;1) et M](\‘?; joue un rdle impor-
tant puisque les vitesses de convergence dépendent de ces deux
paramétres de lissage. Beltrao et Bloomfield [1] puis Hurvich et
Beltrao [5] ont donné un critére de choix de h dans le cas unidi-
mensionnel, ils se sont restreints au cas paramétrique. I objectif
de ce travail est de donner un critere de sélection de ces parametres

par des méthodes non paramétriques. Notons par h; = et

1
iy
M

ho = les largeurs des deux fenétres spectrales. Nous cher-

1
2)
My
chons donc un critére CV (A, ha) nous permettant de sélectionner
hi et hy minimisant |’ erreur moyenne quadratique intégrée « mean

integrated square error » (M ISE), ol

MISE(h, hy) =

/ / E (o1, 22) — Flar, 22)]° pln, 22)dzrdas,  (3)

p étant une fonction de poids que I’on suppose connue et nulle en
dehors de [0, 27] x [0, 27].

Bien que MISE(hy, hs) soit une bonne mesure de la qualité de
fi v, elle ne peut pas nous aider pour choisir & et by, puisqu’elle
dépend de la fonction inconnue f. Nous allons donc chercher a
I’estimer. Pour cela, nous adoptons la méthode de la validation
croisée qui a été proposée par Rudemo (1982) [10], et Bowman
(1984) [2]. En effet, considérons I’erreur quadratique intégrée
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« integrated square error » (I S E) définie par :

ISE(hy, hy) = //[le,Nz(xl,CCz) ~ flz, )]

plzy, x0)dridey = A-20+ B

27 2
ou A =/ F (@1, ma)p(@, wa)dar s
o Jo
2 2
C :/ fN17N2(x1>m2)f(xhx2)p(w1’$2)dm1dx2
o Jo
2m 27
— [ Pavmpenednds,
o Jo

Puisque B est indépendant de b et de hg, choisir ky, Ay mini-
misant IS FE(hy, hy) revient a choisir hy, o minimisant A — 2C.
Le terme A est calculable puisque nous connaissons entierement
[y N, alors que, dans le terme C, il apparait f qui est inconnue.
Pour cela, nous procédons par le principe de «leave-out-I ».
Auparavant, nous formulons deux hypotheses H; et I1; que nous
utiliserons par la suite :

X est strictement stationnaire et Z Z 5183 R(s1, 82)| < o0

(Hy)

X admet des cumulants, qui sont bornés, jusqu’a ’ordre 4.
(Ha)

2. construction
de lI'estimateur
validé croisé

Dans cette section nous allons définir P’estimateur et donner
quelques résultats sous forme de proposition ou théoreme dont
la démonstration se trouve en annexe dans la derniére section.

Soient 7,7/ € {0,1,...,n —1}.La construction de «leave-out-

I » consiste 2 trouver un estimateur fN v, (wj, wy) quiremplacera
hoN2 (wj, w; ) dans I’expression de C ettel que Iy, N, (wj,wy)

et f3 ,(wj, wy) soient asymptotiquement indépendants. Ainsi,
on peut estimer C par :

M N
Z Z le,NQ(wJa wy ) vy v, (W, wyn) plw, wyr)
2 j=1j=1
ou
_27rjw _2#]’—]\7 N-1] = [M—1
j = Nl’ 7' N. y 4V 1 9 g 4¥2 = 5 3
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i 27 2m jg’
I n, (@1, m2) = A Iy n, (un, ug)

W](\fll) (ml - ul)W](\IQZ)(xQ - u2>duldu2
avec

si (uhu?) ¢ Aj,j'
B n, (wa,u9) = 01 (g, u) I v (w51, 1)+
O (w1, u2) Iy Ny (W1, wyr—1)+
O3 (wy, u2) Iy vy (W1, W1 )+

( )

041, u2) Iny Ny (W1, Wi s

B (w1, 1) = Iy, (uy, us)

sinon

Aj,j/ = ]wjfl, w]‘+1[ X ]U)j/_l, wj/+1[. La construction de Il{}{:Nz
(u1,u9) lorsque (u1,u2) € Aj;jy est faite comme si I, , était
bilinéaire. Dans ce cas 6 (u1, ug) = af; O2(uy, ug) = (1 —&)B;
Ga(ur,u2) = afl — ) et O4(ug,ug) = (1 — a)(1 — 3) ob
o = U1 — Wi+ etﬂ _ Uy — Wyry1

Wj—1 — Wy Wyr—1 — Wyr41

La proposition suivante, nous permet de montrer que ffvf N, ©st
un estimateur asymptotiquement sans biais de f.

Proposition 2.1

Sous les hypothéses H et H, nous obtenons

. 1
E l:f}?\}f,Nz (171’$2) - fN1,N2(x1’x2)} =0 <N1N2> .

Suite a ce résultat, nous établissons notre critére, noté CV « cross
validation », défini par :

2 27
CV(hy, ho) zcvl(hl,hz)-l-/ /
o Jo

F2(ur, ua)p(uy, ug) dugdusy

27 2
o CVy(hy, hy) = / Finn, (w1, u2)
0 0

p(ul, ug)duldw—

Ny N,
2 7.3 oy
NV 2 :E :le,Ng (wj, wy)
i=14'=1

Iy, Ny (wy, wyr) pwy, wyr)

Les largeurs de fenétres spectrales seront choisies aux points
(h1, ho) minimisant le critere C'V (hq, hg)

(ill,ilg) = arg (}anigl) CV(hy, hy) = arg hmin) CVi(hy, ha) (4)

1,182

Par la suite, pour faciliter I’écriture et sans perdre de généralité,

1
nous prendrons p(u, ug) = o, Sur [0, 27]? et nulle ailleurs.

résultats de consistance
et d’optimalité du critére

2.1.

Dans cette section, nous établissons des résultats semblables a
ceux donnés par G. Grégoire (1993) [3], concernant I’estima-
tion des intensités d’un processus ponctuel. Il s’agit de mon-
trer qu’en moyenne, quand N7 et N, sont assez grands, le
crittre C'V (hy, hy) est approximativement égal a I"erreur quadra-
tique intégrée ISE(hy, hy) et que la variance de CV(hy, ha)
est asymptotiquement nulle. Cela nous permet de confirmer que
les parametres (hy, hy) minimisant le crittre C'V (hy, hy) sont
proches de ceux qui minimisent erreur quadratique intégrée
(ISE) lorsque N; et N sont assez grands. Ces résultats sont
énoncés dans le théoreme suivant :

Théoreme 2.1
Sous les hypothéses H; et I, nous avons
\E{CV (hy, hs) — ISE(hy, hy)}| = O (ﬁ) .
var{CV (b, ha)} = Oyt )
Il s’ensuit aussitot que :
E {[CV(hl, ho) — MISE(hi, hg)?}
= var{CV (hy, h2)} 4 [IE {CV (h1, hy) — MISE(hy, hy)}]”

_ 1
- O (N1N2h1h2> :

Les largeurs des fenétres spectrales hy et hy obtenues par valida-
tion croisée, définies par (4), sont asymptotiquement optimales,
¢’est-a-dire que D’erreur quadratique intégrée aux points (hy, hs)
converge en probabilité vers la plus petite erreur quadratique
intégrée qui puisse exister :

Théoréme 2.2

Sous les hypothéses du théoréme 2.1, les largeurs des fenétres
spectrales hq, hy obtenues par validation croisée sont asympto-
tiquement optimales :

ISE(hy, F
ISBn,ha) g, probabilité, ou

ISE(hy, hs)

(iL1, }AZQ) = arg hmlhn CV(h], h2) et

(hy, hy) = argmin ISE(hy, hy).
hi,h2

Pour montrer ce résultat, nous adoptons les mémes techniques
de calcul utilisées dans le cas unidimensionnel par Sarda, Vieu
(1989) [13] et Rachdi (1998) [8].
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3. illustration de CV sur
des données simulées

Nous étudions, sur des données simulées, la performance de la
méthode de validation croisée appliquée a I’estimateur a noyau
de la densité spectrale pour un processus bidimensionnel (champ
aléatoire) stationnaire au sens strict. Nous reprenons la méthode
utilisée dans [6] pour simuler un processus bidimensionnel de
Gauss Markov centré dont la fonction de covariance R(nq,ns)
et la densité spectrale f(x1, ;) sont définies par R(ny,ny) =

2 2
e VT et Flzy, @) =
flan,z2) (1 + 2% + 23)

par tracer la courbe de la fonction f (voir figure 1). L’estima-
tion de la densité spectrale, f, est faite dans un premier temps
par un lissage ol les parametres, (hi, ho), sont pris au hasard
(voir figure 2). En comparant les figures 1 et 2, nous cons-
tatons que le lissage de la courbe de I’estimateur n’est pas sat-
isfaisant. Pour utiliser la méthode étudiée ci-dessus permettant de

. Nous commengons

0.3

0.2

f (x1.x2)

0.1

w o

fréquence x2
fréquence x1

Figure 1. — La densité spectrale f.

fréquence x1

Figure 2. - L’estimateur lissé, g = fn, n,, de la densité f.
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choisir les parameétres de lissage, (ﬁl, %), minimisant le critere
CVi(h1, hs), nous tragons d’abord ce critére (voir figure 3) puis
nous déduisons (hy, bz ) comme étant les arguments du minimum
de C'Vi(hy, hy). Ensuite, nous construisons notre estimateur en
utilisant les parametres (le, fzz), nous fracons sa courbe sur la
figure 4. La similitude entre les figures 1 et 4 nous confirme
la qualité des résultats obtenus grace au choix optimal des
parametres de lissage par la méthode de validation croisée.

3.1. algorithme de calcul de CV,
et résultats des simulations

La méthode de programmation de C'V; suit les étapes suivantes :

Etape 1. — Se donner (N;N3) observations du processus :
Ny = 1, ...,Nz}‘

{X(n17n2)7 n :1,¢..,N1

CV1(h1,h2}

0.6

paramétre h2 04 o4
0.2 " parametre h1

0 0

Figure 3. - Le critére de Validation-Croisée C'V1.

Figure 4. - Lestimateur lissé, g = f, v,,de Ia densité f avec les paramétres
sélectionnés.
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Etape 2. - Calculer le périodogramme {In(w;,wyr),
1L, N § = 1,..
Transform 2D).

€ P J =
. No, en utilisant le FFT2 (Fast Fourier

Etape 3. — Calculer f]{;f:NZ(wj,wj/), pour (hy, h2) dans un
intervalle donné.

Etape 4, ~ Calculer la somme :

N1 N2

N 27rN1Nr, ZZ fNJ,Ng wj, wy)

J=1 y/=1

CVi(hy, h2)

N1 N;

27rN1N2 Y O A (g, wp ) I, (0, w3

j=1j'=1

Etape 5. — Calculer (hy, hy) = arg hmlhn CVi(hy, h2)
1,722

Etape 6. — Calculer Vestimateur fn,,n,(z1,22) avec les

parametres (iLl, ﬂg). Cet estimateur est noté g{zy, z) sur les fig-
ures 2 et 4.

40 annexe

Démonstration de la proposition 2.1 :

En partant de la définition de f NN, eten introduisant la définition

-
de I} v, (u1,us), nous obtenons

-, 2r p2m
TN Ny (A A2) = Frvma (Ars Ag) = / Wy (M — 1)
0 0

W (A — uz)ba,, (ur, ua) vy Ny (U, w2 ) duydus,

N

ou

YN, (1, uz) = 61 (w1, ug) Iy vy (wim1, wy—1) + O2(uy, ug)
Iy o (wjsn, wy 1) + Oa(un, w2) Ing v, (Wyo 1, wyan )+

Oa(ur, u2) Iy oy (Wya, Wyr) — Ing Ny (w1, u2)

In, N, étant un estimateur asymptotiquement sans biais de f et
puisque wjyi — wj1 = 4 /Ny et wy g — wy 1 = 4m/Ny nous
déduisons facilement que :

B v (00 2%0) = Fram O M)} = O (

ce qui acheve la démonstration de la proposition.

1
NNy )’

Démonstration du théoréeme 2.1 :

[’ égalité suivante se démontre de ]la méme manigre que dans le
cas unidimensionnel :

27 2n
/ Frnne (A, A2) F(Ar, A2)dAidAg =
0 0

Ny N

1
Ny w,}>w] )f(wj7w) ) +0 (NLNZ)

j 1 j'=1

Ce résultat nous permet de déduire que :

E{ISE(hy, ha) — OV (h,ha)} = Ri+ Ro + 0 [ ),
NN,

ol

N1 N

o= i 2

j=1j'=1

E { [fzjvaz (wy, wy) — fav,w, (s, wj/)] } flws,wy),

B {4, gy U vy w0y) = f g,

D’aprés la proposition 2.1 et le fait que f soit continue, nous avons

R = O <N1N2>' D’autre part, puisque f37 n (wj,wy) et
Iy, N, (wj, wj ) sont asymptotiquement indépendants, nous avons

Ry = O (<2 ). Ainsi FELISE(hy, hy) — CV(hi, ha)} =
NN,

1
o( 53

D’ autre part, nous exprimons la variance de CV (hy, h2) en fonc-
tion des covariances de la maniére suivante : var{CV (hy, hg)} =

ﬁg(wl + 1Py +13), ol

,17[)1 :/0<27r /0~27r -/0271' /027r

cov{f3, n, (A1 Aa)y fR, w, (p1s p12) YA dAod iy din

0 0

le No (>‘13 >‘2) le Ny (wj7w] )INl N (w]7w_7 )} dAdAy

N1, N2 N, N»

E E COV{ TN Ny (wy, wy)

NNZ]], lkk)/“

/
Iy N, (wjv wj’)? f]l\clsz(wh wp ) v N, (wg, wk’)} .
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Ftudions le comportement asymptotique de chaque terme s,
pour s = 1,2, 3.

— Traitement du terme v,

En utilisant les relations existantes entre la covariance et les
cumulants, nous décomposons 1 de la fagon suivante :

5
Y1 =Y ty, ol
=1

2r 2w 27 2
0 0 0 0

cov{ SN, (A1, A2), Fvn, (i, i) YrdAaddodpndps

21 27 27 21
P12 = 2/ / / E{ 5 5 (Ar, A2) F <
Q 0 0 0

Cum{le,Nz ()‘17 /\2)a le,NQ (}”17 /i2), le,Nz (/"17 M2>}
dArdAadpdiy,

2w 27 27 27
brg =2 / / / E{fy o, (2, 12)} %
0 0 0 0

cum{ fv, n, (Ar, A2)s fv v, (Ars A)y vy o, (01, f12) }
dArdAadpndyy,

Y14 = 4/027r /027r /027T /0277 E{ fn v, (A1, A2) }

X f vy (g1, p2)} x cov] fay v, (A1, A, vy om, (1, 1i2) }
dA dAad i dps,

27 2w 27 27T
Y15 :/ / / / cum { fn; N, (A1, A2), Fvg ve (A1, Az),
o Jo Jo Jo

Fooy vy (11, ) Foy oy (e, o) § dAaddodpsydpsg.

Draprés le résultat de Priestley (1981) [7] sur le comporte-
ment asymptotique de la covariance de I’estimateur liss€, nous
déduisons que

1 2 1
= - t =0} —-—.
Yus O(lev?hlhz) o1 <N1N2h1h2>

D’autre part, 1 o et 1)1 3 se comportent de la méme maniére. Nous
traitons donc un seul de ces deux termes. En effet, en utilisant le
fait que

cum{ fay, v, (Ats A2)y Fve, s (A1, A2), Fay g (1, p12) } =

1
© <N1Nzh1h2> '
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et le fait que f soit continue sur [0, 27} x [0, 27], nous obtenons
1

1 .
=0 = Jetth5 =0 == |.
P12 <N1N2h1h2> ety =0 (N1N2h1h2> Ainsi nous

1
<dui = ENEENN TN A
déduisons que 1, = O (NlNzhl h?)

En utilisant les propriétés des cumulants et en exploitant les

mémes techniques et mémes arguments utilisés pour montrer
la convergence de v; vers zéro, nous montrons que i, =

1 1 .
0] (W) ety = O (—W)Amsmous obtenons

1
var{CV (hy, hy)} = O <m> '
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