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Résumé et mots clés
L'objet de cette étude est la reconstruction tomographique d'objets ou d'organes qui se déforment au cours
de l'acquisition des projections dans un scanner. Notre approche est celle de la compensation analytique des
déformations lors de la reconstruction. Nous concentrons ce travail sur la géométrie conique 3D. Nous 
introduisons une classe de déformations préservant la géométrie conique 3D et nous montrons que les 
déformations issues de cette classe, beaucoup plus vaste que celle des déformations affines, peuvent être
compensées analytiquement. Nous illustrons la compensation de déformations de cette classe par des 
expérimentations numériques sur des fantômes dynamiques en géométrie conique 3D.

Tomographie dynamique, géométrie conique, déformation, reconstruction.

Abstract and key words

In dynamic tomography, the measured objects or organs are no-longer supposed to be static in the scanner during the
acquisition but are supposed to move or to be deformed. Our approach is the analytic deformation compensation during
the reconstruction. Our work concentrates on 3D cone beam tomography. We introduce a new large class of deforma-
tions preserving the 3D cone beam geometry. We show that deformations from this class can be analytically compensa-
ted. We present numerical experiments on phantoms showing the compensation of these deformations in 3D cone
beam tomography.

Dynamic tomography, cone beam, deformation, reconstruction.
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1. Introduction
et notations
Ce travail est une contribution à la compensation des mouve-
ments en tomographie. Ces dernières années de nombreux tra-
vaux ont été effectués sur ce sujet, principalement motivés par
l'imagerie tomographique cardiaque. En effet, la reconstruction
d'organes en mouvement rapide souffre de nombreux artefacts.
Des méthodes de reconstruction synchronisée par l'ECG ont été
développées [13, 8]. L'ajustement de paramètres d'acquisition à
la période cardiaque ainsi que l'optimisation de schémas
d'échantillonnage ont aussi été proposés pour l'amélioration des
images reconstruites [20]. 
Nous concentrons ici notre travail, sur la compensation de
déformations en géométrie conique 3D. La transformée en
rayon conique 3D (ou Cone-Beam) d'une fonction f : R

3 → R

est définie par :

gD(t, �ζ ) def= D f (t, �ζ ) def= Dt f (�ζ) def=
∫ +∞

0
f
(
�a(t) + l�ζ

)
dl, (1)

où �ζ ∈ S2 est un vecteur unitaire de R3(S2 est la sphère unité de
R

3), �a(t) ∈ R
3 est la position de la source de rayons X au temps

t ∈ I ⊂ R, t est alors aussi le paramètre de la trajectoire de la
source, en général, une courbe gauche, voir la figure 1. La fonc-
tion f est à support compact et �a(t) est à une distance stricte-
ment positive du support de f. Cette transformation apparaît
dans les problèmes de reconstructions à partir de mesures de
projections de rayons X sur des détecteurs plans ou sur des
détecteurs multi-lignes de scanners. �ζ est alors la direction du
rayon X joignant la source �a(t) et le pixel du détecteur ayant
produit la mesure scalaire Dt f (�ζ). Le paramètre t de la trajec-
toire peut être identifié au temps : en effet, la source de rayons-
X se déplace au cours du temps et Dt f (�ζ), à t fixé, est supposé
acquis en un temps négligeable ∀�ζ ∈ S2. 
Le problème en tomographie conique 3D est celui de la recons-
truction de f à partir de gD. De nombreux travaux traitent de ce
problème avec, ces dernières années, de riches développements
de méthodes exactes et efficaces de reconstruction de f à partir
de D f, en particulier sur une trajectoire hélicoïdale de la source
�a(t) (trajectoire classique des scanners médicaux) mais aussi
plus récemment suivant des trajectoires plus générales (voir par
exemple [11, 3, 14, 15, 18, 27]). En reconstruction 3D interven-
tionnelle à partir de radiographies, la trajectoire de la source est
souvent circulaire [4, 26]. 
En tomographie dynamique, la fonction à reconstruire dépend
aussi du temps t. Notre approche sur la compensation des défor-
mations suit celle de Crawford et al. [2], comme dans [21].
L'idée est d'introduire un modèle de déformation ��t (supposé
connu) dépendant du temps t dans la reconstruction. ��t est ici
une bijection sur l'espace R3. Nous supposons que l'atténuation
en �x au temps t peut s'écrire sous la forme f ��t

(�x) = f
(
��t (�x)

)
,

où f est la fonction d'atténuation de référence (par exemple à
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t = 0) au point �x ∈ R
3 . Ainsi ��t transforme simplement �x au

temps t en sa position ��t (�x) au temps de référence (t = 0).
Nous supposerons dans toute la suite que ��t est une déformation
suffisamment régulière ainsi que son inverse. 
Le problème que nous considérons est celui de la reconstruction
de f ou de manière équivalente de f ��t

à partir de projections
coniques D f ��t

, cf. 1, connaissant la déformation ��t. Notre
objectif est de compenser la déformation ��t dans les algo-
rithmes de reconstruction, de manière efficace. 

x 2

x 3

ξ

x

x 1

l

→a ( t )

→

→

Figure 1. Paramètres de la géométrie conique.

Dans [21] la compensation de déformations est incorporée dans
l'algorithme de reconstruction analytique. La méthode est exac-
te pour des déformations affines ��t, dépendantes du temps d'ac-
quisition, en tomographie 2D+t parallèle et fan-beam (une
généralisation en 3D+t est proposée dans [19]). La méthode de
reconstruction 2D+t fan-beam avec compensation des défor-
mations affines (dépendantes du temps) de [21] est basée sur
l'adaptation de celle proposée par Noo et al. [17] pour la recons-
truction statique associée à une trajectoire minimale, en particu-
lier dans le cas circulaire. Elle repose sur l'idée majeure que l'es-
pace des droites est invariant par transformation affine. 
Pour conserver les «bonnes propriétés» des formules d'inver-
sion FBP en tomographie, il ne semble pas nécessaire que la
transformation ��t laisse globalement invariant l'ensemble de
toutes les droites du plan. Par contre, afin de rester dans le cadre
de la tomographie, c'est-à-dire de la reconstruction d'une fonc-
tion à partir de ses intégrales sur des droites, il est essentiel de
préserver la propriété moins forte suivante : les droites d'acqui-
sitions au temps t sont transformées en droites au temps de réfé-
rence t = 0 par la déformation ��t. C'est l'idée de base de ce tra-
vail. Nous avons proposé, en tomographie 2D, des classes de
déformations qui préservent les droites parallèles d'acquisition
(i.e., qui transforment les droites parallèles d'acquisition en
droites parallèles à t = 0), et celles qui préservent la géométrie
des demi-droites en éventail (fan-beam) [6, 7] et nous avons
proposé une méthode de compensation analytique d'une sous
classe de ces déformations. Ces déformations contiennent, bien
entendu, les transformations affines et généralisent [21]. 



Dans la section 2, nous développons une extension de ces résul-
tats en 3D à la géométrie d'acquisition conique (dénoté CB,
dans la suite pour Cone-Beam). C'est la géométrie d'acquisition
la plus courante dans les scanners multi-lignes ou dans les sys-
tèmes d'imagerie radiologique 3D interventionnelle [4, 26]. Plus
précisément, nous construisons une classe de déformations
compensables analytiquement en géométrie 3D CB. Nous pro-
posons dans la section 3, des expérimentations numériques
illustrant nos méthodes de compensation sur des fantômes
numériques en géométrie CB et nous comparons les reconstruc-
tions à partir des projections CB de fantômes dynamiques avec
ou sans compensation des déformations. 

2. Déformations
en géométrie CB 3D
Dans [21], en 2D, la fonction f (et donc f ��t

) est reconstruite par
une méthode analytique de type FBP (Filtered Back-Projection)
à partir de la transformée T, parallèle ou en éventail, T f ��t

de f ��t
,

lorsque ��t est affine. Nous avons proposé dans [6, 7] une géné-
ralisation à des classes de déformation préservant la géométrie
des droites d'acquisition. L'idée est d'écrire ces déformations ��t

comme la composition d'une déformation globale affine �At ,
compensable par l'approche de [21] et d'une déformation ��t

compensable directement dans les projections. Nous rappelons
que pour ��t = �At ◦ ��t nous avons 

f ��t
(�x) = f �At ◦ ��t

(�x) = f
(

�At

(
��t (�x)

))
= f �At

(
��t (�x)

)
(2)

= f �At ��t
(�x)

Ainsi, si nous savons compenser la déformation ��t directement
dans les projections T f �At ◦ ��t

alors nous savons calculer T f �At
à

partir de T f �At ◦ ��t
, la compensation de �At étant ensuite traitée par

[21]. 
Dans la suite de cette partie nous proposons de développer cette
idée dans le cadre de la transformation 3D conique. 
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2.1. Géométrie 3D conique 

Une déformation ��t : R
3 → R

3 préservera la géométrie
conique d'acquisition si elle transforme le point source
�a(t) ∈ R

3 au temps t en un point source virtuel ��t (�a(t)) au
temps de référence (typiquement t = 0) d'une part et si elle
transforme une demi-droite issue de �a(t) en une demi-droite
issue de ��t (�a(t)) d'autre part. Introduisons les coordonnées
sphériques (l,�ζ) ∈ R

+ × S2 de �x − �a(t), i.e., �x = �a(t) + l�ζ.
Nous notons la demi-droite issue de �a(t) et de direction �ζ
sous la forme �a(t) + R

+ �ζ (en effet, c'est l'ensemble{
�y ∈ R

3, tels que ∃l ∈ R
+,�y = �a(t) + l�ζ

}
). Par définition, le

point �x est élément de la demi-droite �a(t) + R�ζ. ��t préserve la
géométrie conique si

��t

(
�a(t) + R�ζ

)
= ��t (�a(t)) + R��S2,t (�ζ),∀t ∈ I,∀�ζ ∈ S2, (3)

où ��S2,t est un difféomorphisme (bijection bi-régulière) de la
sphère unité :

��S2,t :
S2 −→ S2

�ζ −→ ��S2,t (�ζ)

qui associe à une direction �ζ au temps t une direction ��S2,t (�ζ)
au temps de référence. Plus précisément, la déformation suivan-
te préserve la géométrie conique 3D:

��t (�x) = ��t

(
�a(t) + l�ζ

)
= ��t (�a(t)) + �t,�ζ(l)��S2,t (�ζ), (4)

où �t,�ζ est une fonction bijective bi-régulière sur R telle que
�t,�ζ(0) = 0. En pratique nous choisirons �t,�ζ linéaire afin de
rester dans le cadre de la transformée en rayon conique (une
bijection plus complexe induirait un Jacobien dans (8) qui
conduirait à des transformations coniques généralisées qu'on ne
sait pas inverser analytiquement). Posons donc �t,�ζ(l) = ct,�ζl
avec ct,�ζ > 0 pouvant dépendre du temps t bien entendu, mais
aussi de la direction �ζ . Nous pouvons alors écrire (4) sous la
forme (voir la figure 2) :

��t (�x) = ��t (�a(t)) + ct,�ζl ��S2,t (�ζ) (5)

x 2

a (Ø)

x 3

x

x 1

l

x 2

x 1

x 3
t

t (x )

S 2 ,t ( )

Γt (a ( t ))

v ( t )

a ( t )

ct, l

→

→

→ →

Γ
→

Γ
→

ζ
→

ζ
→

→

→

Γ
→

ζ
→

Figure 2. Déformation ��t en géométrie 3D conique (Cone-Beam).



Nous notons maintenant �v(t) def= ��t (�a(t)) − �a(t). Nous pouvons
donc décomposer la transformation ��t de (5) sous la forme :

��t = �T�v(t) ◦ ��t , (6)

où �T�v(t) est la translation de vecteur �v(t)( �T�v(t)(�x) = �v(t) + �x ) et 

��t (�x) = �a(t) + ct,�ζl ��S2,t (�ζ). (7)

Nous pouvons alors remarquer que la déformation ��t peut être
compensée analytiquement directement dans chacune des pro-
jections à t fixé. En effet 

Dt f ��t
(�ζ) =

∫ +∞

0
f
(
�a(t) + ct,�ζl ��S2,t (�ζ)

)
dl

= 1

ct,�ζ
Dt f (��S2,t (�ζ)) . (8)

Donc d'après (8) nous avons 

Dt f (�ζ) = ct,��−1

S2,t (�ζ)

Dt f ��t
(��−1

S2,t (
�ζ)). (9) 

En combinant maintenant (2) et (6) et (9) nous avons

Dt f �T�v(t)
(�ζ) = ct,��−1

S2,t (�ζ)

Dt f �T�v(t)◦ ��t
(��−1

S2,t (
�ζ)). (10)

Ainsi, il est très simple de compenser la déformation ��t dans la
projection Dt f �T�v(t)◦ ��t

c'est-à-dire dans Dt f ��t
afin de calculer

Dt f �T�v(t)
. Puis la compensation de la translation �T�v(t) devient
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extrêmement simple puisqu'il s'agit de reconstruire la fonction f
non plus à partir de l'acquisition 3D conique suivant la trajec-
toire réelle �a(t), t ∈ I ⊂ R , mais à partir de la trajectoire vir-
tuelle ��t (�a(t)) = �a(t) + �v(t),t ∈ I ⊂ R . En effet, d'après la
définition (1)

Dt f �T�v(t)
(�ζ) =

∫ +∞

0
f
(
�a(t) + �v(t) + l�ζ

)
dl

=
∫ +∞

0
f
(
��t (�a(t)) + l�ζ

)
dl.

Ainsi, les conditions de Tuy-Grangeat [25, 10] de la reconstruc-
tion d'un point �x se liront simplement sur la trajectoire virtuel-
le ��t (�a(t)) de même que la possibilité d'utilisation des algo-
rithmes modernes de reconstruction CB efficaces récents, par
exemple [16, 18, 22]. 

3. Expérimentations
numériques
Dans la suite, nous illustrons la formule (10) dans le cas de la
géométrie cone-beam. Nous supposons que le support de l'objet
mesuré est contenu dans la boule unité (de rayon ρ = 1). 

3.1. Géométrie d'acquisition

x 1

x 2

a ( t )

αM

r

1
→

( , v)

x 3

a ( t )

− v M

v

r1

a ( t )

r

1

x 3

x 1

v

x 2

− t

α

ζ α

→

→( , v)ζ α
→

→
( , v)ζ α α

→

Figure 3. Paramètres d'acquisition en géométrie CB sur un détecteur cylindrique virtuel passant par l'axe de rotation
(le détecteur virtuel ne sert qu'à repérer les données par (t,α,v), le détecteur réel est en général diamétralement opposé 

à la source, sur le même cercle de rotation).



Nous considérons une géométrie d'acquisition telle que la sour-
ce décrit une trajectoire circulaire de rayon r = 3 dans le plan
Ox1x2. Nous avons simulé un tour de scanner, c'est-à-dire
t ∈ I = [0,2π[, �a(t) = r (cos t, sin t,0), avec un échantillonna-

ge angulaire de nt projections par tour 
(
�t = 2π

nt

)
. Chaque pro-

jection est mesurée suivant un détecteur à géométrie cylindrique
centré sur l'axe de rotation du scanner (c'est la géométrie d'un
détecteur multiligne). Chaque pixel de détection est repéré sui-
vant son angle α dans la géométrie en éventail et sa coordonnée
v suivant la direction de l'axe de rotation (identique sur chaque
ligne du détecteur multiligne), voir la 3. Nous avons
α ∈ [−αM ,αM ] avec αM = arcsin(1/r) et échantillonnée régu-
lièrement suivant nα mesures (�α = 2αM

nα
). De même nous

échantillonnons régulièrement suivant v avec v ∈ [−vM ,vM ] et
vM = r√

r2−1
pour un détecteur cylindrique virtuel passant par

l'axe de rotation �e3 (vecteur unitaire suivant l'axe Ox3). Le
détecteur virtuel est donc sur une portion du cylindre de rayon
r et d'axe la droite passant par la source de direction �e3. Les
directions �ζ ∈ S2 sont donc paramétrées par le couple (α,v) et
échantillonnées régulièrement en α et v. 
Plus précisément (avec un petit abus de notation) nous avons
simulé 

D f ��tp
(tp,αj ,vk) = D f ��tp

(
tp,�ζ(αj ,vk)

)

avec tp = p2π/nt ,p = 0,. . . ,nt − 1 ; αj = −αM + 2( j + 0,5)

αM/nα, j= 0,. . . ,nα − 1 et vk = −vM + 2(k + 0,5)vM/nv,k
= 0,. . . ,nv − 1 . 

3.2. Compensation des déformations

Pour nos expérimentations numériques, nous considérons une
déformation �� de la forme (5) avec ��t (�a(t)) = �a(t) c'est-à-dire
�v(t) = �0 (translation nulle ∀t ∈ I, donc la trajectoire circulaire
est conservée par ��t), et 
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��S2,t (�ζ) = ��S2,t (�ζ(α,v)) = �ζ(�A,t (α),�V,t (v))

avec �A,t : R → R et �V,t : R → R deux bijections monodi-
mensionnelles. La déformation ��S2,tdes directions �ζ(α,v) est
donc construite comme la déformation produit de deux défor-
mations monodimensionnelles suivant chacun des axes : ce
choix de la séparation des variables (α,v) n'est pas nécessaire
mais rend le calcul de l'inverse de la déformation beaucoup plus
simple puisque ��−1

S2,t (
�ζ(α,v))) = �ζ(�−1

t, A(α),�−1
V,t ((v))) . De plus,

les déformations �A,t (α) et �V,t (v) sont choisies ici proche de
l'identité, impaires, strictement croissantes, linéaires par mor-
ceau et définies respectivement par �A,t (αM/2) = 0,5 ∗ αM/2,
�A,t (αM) = αM et �V,t (vM/4) = 0,8 ∗ vM/4, �V,t (vM) = vM.
Ici encore, le choix de fonctions linéaires par morceau est guidé
par le souci de simplicité. On peut remarquer en effet que l'in-
verse de telles applications impaires, croissantes, linéaires par
morceau est impaire, croissante, linéaire par morceau et trivia-
lement donnée par les points de contrôle, c'est-à-dire ici
�−1

A,t (0,5 ∗ αM/2) = αM/2 et �−1
A,t (αM) = αM d'une part et

�−1
V, t (0,8 ∗ vM/4) = vM/4, �−1

V, t (vM) = vM d'autre part. Par
simplicité, nous choisissons ct,�ζ = 1, ∀t ∈ [0,2π[ and ∀�ζ ∈ S2.
Même si dans ce cas, ct,�ζ, �A,t, �V, t et �v(t) sont indépendants
de t, ��t dépend de t car elle est définie relativement à �a(t). 

3.2.1.Correction des projections CB

Notre premier fantôme numérique f est l'image 256 × 256
×256 voxellisée de la somme des indicatrices de 6 couches
sphériques concentriques de rayons intérieur et extérieur res-
pectifs (0,07; 0,1) , (0,17; 0,2) , (0,27; 0,3) , (0,37; 0,4) ,
(0,57; 0,6) et (0,77; 0,8) , donc chacune d'épaisseur 0,03, voir
la figure 5. Ces couches sphériques concentriques sont voxeli-
sées dans un cube [−1; 1]3 échantillonné suivant un schéma
standard régulier de 2563 voxels : notre fantôme est la combi-
naison linéaire d'indicatrices des voxels de l'image. Le coeffi-
cient de l'indicatrice d'un voxel est 1 si le centre du voxel est
contenu dans l'épaisseur d'une des 6 sphères, 0 sinon. 

Figure 4. Déformations �A,t (gauche) et 
�V, t(droite), ainsi que leur inverse dans le même graphe en pointillé. 



Dans la figure 6, nous représentons les déformations du fantô-
me à différents t (t = 0,2π/3,4π/3), c'est-à-dire l'image de f ��t

,
ainsi que les projections dynamiques Dt f ��t

(αj ,vk), j =
0,. . . ,255; k = 0,. . . ,255 associées. Nous représentons les pro-
jections obtenues par compensation de la déformation par la
formule (10) (implémentée par simple interpolation linéaire).
Nous constatons visuellement que la déformation est corrigée
dans les données en comparant avec la projection du fantôme
statique de la figure 5. 

3.2.2. Reconstruction en 3D CB dynamiques

Comme nous l'avons vu, les déformations que nous considérons
peuvent être compensées par une correction directe sur chacune
des projections et un changement de trajectoire (reconstruction
sur la trajectoire virtuelle ��t (�a (t)) au lieu de �a(t)). Ces traite-
ments sont bien adaptés aux méthodes de reconstructions ana-
lytiques modernes qui sont particulièrement efficaces [14, 18,
27]. Cependant, d'une part les méthodes de reconstructions
algébriques ont connu récemment une vif regain d'intérêt [24,
23], d'autre part, nous avons choisi une trajectoire circulaire
dans le plan Oxy de la source �a(t) qui ne satisfait pas les condi-
tions de Tuy [25] : «une région d'intérêt peut être reconstruite de
manière stable et exacte si tout plan coupant la région d'intérêt
coupe également la trajectoire de la source de manière non tan-
gentielle » (en effet, en dehors du plan Oxy, tous les points �x du
volume reconstruit rencontrent un plan qui ne coupe pas la tra-
jectoire de la source, par exemple le plan parallèle à Oxy pas-
sant par �x , ce qui viole la condition de Tuy). Cette trajectoire
très simple est fréquente en imagerie interventionnelle. Dans
ces conditions, les méthodes analytiques exactes ne sont pas
applicables, et un algorithme algébrique permet de formuler le
problème de la reconstruction comme celui de la meilleure
approximation de la solution à partir des données mesurées.
Nous disposons de codes algébriques 3D facilement adaptables
pour la prise en compte des corrections de déformations. Enfin,

les codes algébriques offrent des perspectives plus larges de
prise en compte de déformations générales, par exemple par une
discrétisation directe du modèle D f ��t

(t, �ζ ) .  
L'algorithme que nous utilisons ici est basé sur une formulation
algébrique régularisée par un opérateur de type Laplacien. Plus
précisément, la fonction inconnue f est discrétisée comme une
somme d'indicatrices de voxels f (�x) = ∑n3

j=1 f jvj (�x) , où vj est
l'indicatrice du voxel j et f j ∈ R est le coefficient de f dans ce
voxel. Soit Li une droite de mesure correspondant à un point
discret (t,α,v)i de l'espace des droites de mesure, nous modéli-
sons l'intégrale conique correspondante (1) par

gi =
∫

Li

n3∑
j=1

f jvj (�x)d �x =
n3∑

j=1

f j

∫
Li

vj (�x)d �x .

Nous résolvons les équations précédentes (autant que de don-
nées) au sens des moindres carrés régularisés par la méthode du
gradient conjugué :

min
f∈Rn3

||Df − g||2 + τ||Rf ||2,

où
- Le vecteur g contient les données, éventuellement corrigées
des déformations dynamiques selon(10).
- La matrice D, de discrétisation de l'opérateur D, est une matri-
ce creuse : Di, j = ∫

Li
vj (�x)d �x est non nul seulement si la droi-

te de mesure Li intersecte le voxel j (en dimension 3, il est faci-
le de montrer que D a au plus 3n − 2 éléments non nuls par
ligne de longueur n3 car 3n − 2 est le nombre maximal de
voxels intersectés par une droite dans un cube de n × n × n
voxels). 
- la matrice de régularisation R est ici une matrice semi-définie
positive qui pénalise les irrégularités par différence d'un voxel
avec ses voisins dans la grille 3D (Ri,i = 6, Ri,i±1 = −1,
Ri,i±n = −1 et Ri,i±n2 = −1 sauf pour i correspondant à un

466 traitement du signal 2006_volume 23_numéro spécial Gretsi’2005

Compensation de déformations en tomographie dynamique 3D conique

Figure 5. Fantôme statique : vue 3D du cube [−1,1]3 échantillonné régulièrement sur 2563 voxels (gauche), coupe en
Z = 1/256 (centre) et projection radiographique associée (droite). Comme le Fantôme est à symétrie sphérique, toutes les 

projections sont identiques (ce n'est pas strictement vrai car le fantôme est voxelisé, mais elles sont visuellement semblables 
et numériquement proches).



traitement du signal 2006_volume 23_numéro spécial Gretsi’2005 467

Compensation de déformations en tomographie dynamique 3D conique

Figure 6. 
Première ligne : coupe du fantôme f ��t

à Z = 1/256 à t = 0 (gauche), à t = 2π/3 (centre), à t = 4π/3(droite). 
Deuxième ligne : projection Dt f ��t

(αj ,vk) du fantôme f ��t
à Z = 1/256 à t = 0 (gauche), à t = 2π/3 (centre), à t = 4π/3(droite).

Troisième ligne : Compensation des déformations dans les projections Dt f ��t
(αj ,vk) (de ligne précédente) en utilisant l'équation

(10), à t = 0 (gauche), à t = 2π/3 (centre), à t = 4π/3 (droite). 
Nous constatons visuellement (cf. figure5) que la correction de la déformation est de très bonne qualité. 

voxel sur le bord où Ri,i±1, Ri,i±n ou Ri,i±n2 peuvent ne pas être
définis : on adapte alors la valeur de Ri,i de telle sorte que la
somme des éléments d'une ligne soit nulle).
- τ > 0 est un paramètre de régularisation choisi par une métho-
de de validation croisée généralisée stochastique [9, 5]. 
Dans la figure 8, nous comparons les reconstructions 3D d'un fan-
tôme numérique dynamique à partir de données dynamiques cor-
rigées et non corrigées à celle de la reconstruction à partir de don-
nées statiques. Comme dans le paragraphe précédent, nous avons
choisi un fantôme numérique dont les coupes ont la forme de
mires et permettent de bien visualiser les déformations. Il s'agit
ici d'une somme d'indicatrices de quatre couches sphériques

concentriques centrées en(0,1; 0; 0) et de rayon intérieur et exté-
rieur respectifs (0,1; 0,2) , (0,3; 0,4) , (0,5; 0,6) , (0,7; 0,8) . Le
fantôme est voxellisé sur un cube [−1; 1]3 de n3 voxels avec ici
n = 100. Il est présenté dans la figure 7 ainsi qu'une projection
statique, la projection dynamique correspondante et la projection
corrigée suivant (9). Nous utilisons la même déformation ��t que
dans le paragraphe précédent, c'est-à-dire, celle décrite au début
de la section 3.2. La simulation numérique de l'acquisition des
données met en œuvre la même géométrie conique 3D que celle
décrite à la section 3.1 (cercle de la source de rayon r = 3 et
détecteur cylindrique) suivant nt = 161 projections sur un tour,
chaque projection étant 100 × 100. 



Nous constatons, dans la figure 7, que la compensation de la
déformation dans la projection produit une projection très sem-
blable à celle associée à un fantôme statique. Nous pouvons voir
que notre compensation, principalement basée sur des interpo-
lations bi-linéaires dans chaque plan de projection, produit une
estimation lissée de la projection du fantôme statique. Nous
retrouvons cette légère perte de résolution dans la reconstruc-
tion à partir de projections dynamiques corrigées, en particulier
dans la figure 9. Nous notons ici que la validation croisée géné-
ralisée a estimé la même valeur du paramètre de régularisation
τ = 0.01 pour les trois reconstructions des figures 8 et 9. Nous
constatons qualitativement dans la figure 8, mais aussi plus
quantitativement dans la figure 9, que la compensation de la
déformation améliore sensiblement les performances de la
reconstruction en tomographie dynamique. Cette impression est
confirmée par la distance euclidienne ||fest − f ||2 entre chaque
reconstruction ftype,type ∈ {Static,Dynamic,DynamicCorr }
présenté dans la figure 8 et le fantôme à reconstruire f présenté
dans la figure 7. Nous avons ||fStatic − f ||2 = 9,7 × 10−2 ,
||fDynamicCorr − f ||2 = 13,1 × 10−2 et ||fDynamic − f ||2= 40,0
×10−2 . L'erreur en norme Euclidienne est, dans ce cas, trois fois
plus grande pour la reconstruction à partir de données dyna-
miques non corrigées que pour la reconstruction à partir de don-
nées dynamiques corrigées. 
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4. Discussion
Dans ce travail, nous avons montré qu'une classe bien plus vaste
de déformations que la simple classe des déformations affines
peut être compensée analytiquement en tomographie 3D CB
dynamique. Il s'agit de la classe des déformations qui préservent
la géométrie conique de mesure, c'est-à-dire, celle qui transfor-
me le faisceau de demi-droites convergentes de mesures à l'ins-
tant t en un faisceau convergent à l'instant de référence. Nous
avons montré que ces déformations peuvent se décomposer en
une translation composée à une déformation sur la sphère unité
des directions des demi-droites d'intégration combinée à une
déformation le long de chaque direction d'intégration.
Afin de préserver les formules analytiques d'inversion, nous
restreignons les déformations le long des demi-droites d'inté-
gration à être linéaires (par contre ces dernières peuvent
dépendre de la direction d'intégration). Toutes ces déformations
peuvent, bien entendu, varier dans le temps. Nous avons donné
une méthode et des formules pour compenser une déformation
issue de cette classe en géométrie CB 3D et nous avons illustré
ce travail par des expérimentations numériques sur des fan-
tômes. 

Figure 7. Première ligne : visualisation qualitative du fantôme statique f : vue 3D (gauche), coupe à Z = 1/100 (centre gauche),
coupe à Y = 1/100 (centre droit), coupe à X = 1/100 (droite). 

Deuxième ligne : projections à t = 0, Dt f du fantôme statique f (centre), Dt f ��t
du fantôme  dynamique f ��t

, et projection compensée
suivant la formule (9) (droite). Ces trois projections sont représentées dans la même échelle de niveau de gris linéaire avec comme

convention ici : 0 est attribué au blanc et 1 au noir. 
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Figure 9. Coupe Z = 1/100 des reconstructions à partir des projections du fantôme statique (gauche),
à partir du fantôme dynamique sans compensation des déformations (centre), du fantôme dynamique avec compensation des 

déformations avec l'équation(9) (droite). Ces trois coupes sont représentées avec la même échelle de niveaux de gris linéaire : blanc
pour – 0,2 et noir pour 1,2. Nous pouvons constater visuellement que la compensation de la déformation selon (9) améliore 

sensiblement la qualité de la solution à partir de données du fantôme dynamique et la rend semblable à une reconstruction à partir
de données du fantôme statique. En pratique, l'interpolation pour la compensation des déformations à fait perdre 

de la résolution sur la reconstruction. 

Figure 8. Représentation qualitative des solutions. 
Première ligne : solution fStatic à partir des données statiques suivant la même organisation que la première ligne de la figure(7).

Deuxième ligne : solution fDynamic à partir des données dynamiques. 
Troisième ligne : solution fDynamicCorr à partir des données dynamiques corrigées avec(9). 



Parmi les perspectives immédiates de poursuite de ce travail,
nous souhaitons coupler nos méthodes de compensation de
déformation à des algorithmes de reconstruction analytique en
géométrie CB 3D suivant des trajectoires plus générales et
mieux adaptées aux méthodes analytiques que la trajectoire cir-
culaire. En particulier, il faudrait éviter de procéder en deux
étapes comme actuellement : compensation à l'intérieur de
chaque projection par interpolation puis reconstruction suivant
la trajectoire virtuelle. Cette méthode à l'avantage d'être extrê-
mement simple et de permettre de réutiliser des codes de
reconstruction existants avec des modifications mineures.
Cependant, l'intégration de la compensation de la déformation
au coeur de l'algorithme de reconstruction pourrait permettre de
gagner une interpolation sur les données et donc d'améliorer
légèrement la résolution des reconstructions. 
En introduisant une classe de déformation de dimension infinie
(contenant l'identité), nous ne pouvons espérer qu'améliorer la
reconstruction (par rapport à ne pas compenser la déformation,
c'est-à-dire utiliser l'identité comme déformation). Mais pour
cela, il faut identifier, estimer, la déformation réelle, définir la
meilleure approximation de cette déformation dans la classe
qu'on sait compenser, la calculer puis la compenser.
L'identification des déformations est un problème difficile.
Nous pouvons envisager, comme dans [1], une identification de
la déformation dynamique dans des reconstructions successives
à basse résolution (en supposant que la déformation est limitée
en fréquence spatiale et temporelle), puis de compenser ses
effets à plus haute résolution spatiale et temporelle. Une autre
voie consiste à utiliser des modèles paramétrés de la déforma-
tion des organes mesurés et d'identifier les paramètres de la
déformation dans les données disponibles (les projections radio-
graphiques mais aussi éventuellement en utilisant des capteurs
de formes supplémentaires : localisateur 3D et marqueurs sur la
peau pour la respiration par exemple). 
Clairement, la «vraie » déformation ne satisfera pas en général
les conditions théoriques caractérisant la classe des déforma-
tions que nous avons introduite. Les effets de l'erreur d'approxi-
mation (de la vraie déformations dans notre classe de déforma-
tions) sur la reconstruction peuvent être importants lorsque nous
compensons la déformation à partir de la meilleure approxima-
tion de la vraie déformation dans la classe des déformations
analytiquement compensables. Lorsque l'erreur d'approxima-
tion est grande, les effets sont sans doute visuellement aussi
catastrophiques que lorsque nous ne prenons pas en compte les
déformations dans la reconstruction d'un objet déformé. Bien
entendu, cette erreur dépendra de l'écart entre la déformation
réelle et la classe des déformations que nous savons compenser
analytiquement. 
Lorsque la déformation est complexe et ne préserve pas du tout
les demi-droites de mesure, il est probable que les méthodes
algébriques de reconstruction adaptées à des intégrales pondé-
rées sur des courbes, produisent de meilleures reconstructions
que les méthodes analytiques. Cependant, il est essentiel de
connaître les limites des méthodes analytiques de compensation
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des déformations. Il conviendra en particulier de résoudre le
problème de la meilleure approximation de la déformation iden-
tifiée dans la classe des déformations que nous savons compen-
ser analytiquement et de mesurer l'effet de la compensation ana-
lytique de cette meilleure approximation dans la reconstruction. 
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