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Résumé et mots clés

Cet article présente une nouvelle famille de codes temps-espace en treillis (STTC) pour plusieurs antennes
d’émission et une modulation QPSK. Nous proposons de les appeler codes « équilibrés » car ils utilisent les
points de la constellation MIMO d’une fagon équiprobable. En comparant avec les codes publiés, on remarque
que ce sous-ensemble de codes contient les meilleurs codes STTC. On peut alors limiter la recherche
systématique des meilleurs codes seulement a cette famille de codes. Larticle présente une méthode
originale de construction des codes STTC équilibrés. Une liste compléte des meilleurs codes a 4 états pour

2 antennes et plusieurs codes équilibrés a 16 états pour 2 et 3 antennes sont aussi donnés.

MIMO, codage, codes temps-espace en treillis, codes équilibrés

Abstract and key words

Introduction

Space Time Trellis Codes (STTCs) were introduced in 1998 by Tarokh et al. [1] by combining channel coding with the
Multiple Input Multiple Output (MIMO) concept to improve the data rate and the reliability of wireless communications.
Many performance criteria have been established to maximize both diversity and coding gain of STTC. The rank and
determinant criteria for slow fading channels with the Hamming distance and the product distance criteria for fast fading
channels have been proposed in [1]. In [2] Chen introduced the trace criterion which governs the coding for systems
with a great product of the numbers of transmit (Tx) and receive (Rx) antennas.

Based on the above criteria, many different STTCs for 2 Tx antennas have been found by a systematic code search
[3-6]. The performance study of these codes was carried out over slow and fast Rayleigh fading channels to identify the
most efficient ones [7]. It has been shown that the codes constructed with the trace criterion outperform the other
codes when the diversity gain of the system is higher than 3.

We remark that all the codes which achieve the best performance have the same property: they use the points of the
MIMO constellation with the same probability if the data are generated by a binary memoryless source with equally
probable symbols. Therefore, we call these codes “Balanced-STTC” (B-STTC) [8].

traitement du signal 2009_volume 26_numéro 3 213



"7

Construction des codes QPSK temps-espace en treillis équilibrés pour plusieurs antennes d’émission

Until now, no efficient design method of STTC has been proposed and systematic code search has been employed to
obtain STTC with good performance [3-6]. The main contribution of this paper is the description of a method used to
design this new class of codes which offers the best performance. Therefore, the systematic search for good codes can
be reduced to this class.

The paper is organized as follows. Section Il briefly describes the STTC. Their performance criteria are presented in
Section lll. The new class of balanced codes is introduced in Section IV and their properties are listed in Section V. The
design of QPSK balanced space-time trellis codes for 2, 3 and more transmit antennas is described in Section VI.
Finally, it is shown in Section VIl that the best B-STTC outperform or equal previously known codes.

System model

As shown in Fig.1, the encoder is composed of one input block of z bits and > memory blocks of 7 bits. At each time

¢ € 7, all the bits of a block are replaced by the # bits of the previous block. The " bit bf" +1, i=1...n,0fthe
j”‘ block, j = 1...v+ 1, is associated to ny multiplier coefficients gfj € Zon, k = 1...ny where nyis the
number of Tx antennas. A ST trellis encoder is thus classically defined by’ lts ny x n(v 4+ 1) generator matrix G given
by (1). The encoder outputs for the k** antenna are computed with relation (2) and the received signal r,l is obtained by
with relation (3).

Design criteria

In the case of slow Rayleigh fading channels, two criteria have been proposed in [1]. Firstly, in order to maximize the
diversity advantage, the product matrix A has to be full rank over all possible pairs (E,S). Secondly, in order to
maximize the coding gain, the minimum determinant det(A) has to be maximized.

In the case of fast Rayleigh fading channels, different criteria have been obtained in [1]. In order to maximize the
diversity advantage and the coding gain, the minimum Hamming distance dg (E,S) and the minimum product distance
dg(E,S) computed over all pairs (E,S) have to be maximized.

In [2], Chen proposes a new criterion which is valid in the case of slow and fast Rayleigh fading channels when
rank(A)ng > 3. Under this assumption, the minimization of the PEP amounts to use a code which has the
maximum value of the minimum trace trace(A).

Balanced codes

The concept of “balanced codes” is based on the observation that all the good STTC proposed in the literature present
the same property : the generated symbols of the constellation are equally probable.
For a generator matrix G with L columns, the set of MIMO symboles Y generated by the encoder is :

L
®(7%) = {inGi/xi € {0,1}}

i=1

By definition, a STTC is balanced if and only if each generated codeword Y € <I>(Z§) has the same number of occur-
rences n(Y) =ng > 1.

In addition, if <I>(Z§) = Z,", then all the codewords are generated and the STTC is fully balanced.

The design of the B-STTC is based on the properties given in section 4.2.
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Theorem 1. If a code with a L-length shift register is fully balanced then L > L,,;,, = n.np = dim(Zgl .

Theorem 2. Let us consider a balanced code with a L-length shift-register. Then, for any additional column matrix
G; € ZZ,,T , the resulting code with a (L + 1)-length shift register is also balanced.

Definition 1. The vectors G,G»,. ..,G are linearly independent if the relation
x1G1+x0G+...+x.GL =0 ¢ Zg,{
with x; € {0,1} holds if and only if all x; = 0.

Definition 2. A set of linearly independent vectors Gy, . . ., G, is called a base for Zg,{ if and only if

m
span(G1,Ga,....,G,) = {inGi/xi € {0,1}} = 7.
i=1

In this case, m = n.n7 is the dimension of the set Zg,{.

Section 5 shows properties of the bases of Z;," which characterize the fully balanced codes. Further, by using these
properties, we can design all the bases of ZZT, then the fully balanced codes.

Code design

S
The design of 2"-PSK STTC of minimum length L,,;, = nny with ny transmit antennas includes 2 steps:

1. Generation of all the bases of Z;,".

There are k types of codes according to k, the number of vectors in Cy used to form a base, with 1 < k < ny.

2. Permutation of the column vectors of each obtained base to generate all the fully balanced codes.

The design of balanced codes is described for 2, 3 and n antennas in section 6.1, 6.2 and 6.3 respectively.

As a result, there are 240 bases of Z for codes using 2 transmit antennas and 1863680 bases of Z for codes using
3 transmit antennas.

Code performance

The performance of new codes for QPSK STTC with 2 Tx antennas is presented in section 7. Some trace properties of
4-state QPSK STTC are also presented in the beginning of the section.

Table 5 contains all the 4-state fully balanced codes of type Il which offer the best performance over fast and slow
Rayleigh fading channels with two or more Rx antennas. In this table, all the codes are related due to the trace
properties presented before. In order to confirm the utility of the fully balanced STTC, an exhaustive computer search of
all 4-state STTC has also been carried out. The obtained results confirm that Table 5 contains all the best STTC. There
are not other codes with better performance than the codes given in this table. Similarly, Table 6 contains all the best
16-state QPSK STTC.

Finally, the performance of all these 4-state 2 transmit antennas is evaluated by simulation with 2 and 4 receive
antennas over Rayleigh fading channels. The results over slow and fast Rayleigh fading channels are showed in Fig. 2
and Fig. 3 respectively.

In the case of 3 transmit antennas, to analyze and find the best from the codes constructed for 3 Tx antennas, we used
the rank and determinant criteria for the case of 1 Rx antenna and the trace criterion for a higher number of receive
antennas. Table 7 compares these new codes to the best known codes proposed by Chen. The new code based on
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RDC, designed for only 1 Rx antenna, has a full rank r=3 and maximize the minimum determinant (det). Note that this
code provides a better number of occurences of det = 32 which is 256 versus 3072 of Chen’s code for one input

sequence of 8 bits.

For more Rx antennas, the new code based on the trace criterion have the same minimum trace is 24 but a better
number of occurences of the minimum trace = 24 than the code of Chen. In the simulation. Fig. 4 and Fig. 5 compare
the new QPSK STTC in the Table 7 with ny = 3, ng = 1 based on RDC and n7 = 3, ng = 2, 3 based on trace
criterion. We can observe that all these new codes outperform the Chen’s codes, that were the best known codes until

now.

Conclusion

A new class of QPSK Balanced STTC has been proposed. These codes generate the points of the MIMO constellation
with the same probability. It has been shown that the best STTC belong to this class. Therefore, the systematic search
for good codes can be reduced to this class. A method to design the balanced codes has been described. New
balanced codes for several transmit antennas which outperform the best known codes have been proposed.

MIMO, coding, space-time trellis codes, balanced codes

1. Introduction

Les codes temps-espace codés en treillis STTC (Space Time
Trellis Codes) ont été proposés pour la premiere fois par Tarokh
et al. [1]. Cette technique de codage temps-espace repose sur la
généralisation des modulations codées en treillis a des systemes
multi antennes dits MIMO (Multiple Input Multiple Output).
Plusieurs criteres de performance que doivent vérifier ces nou-
veaux codes pour maximiser la diversité et le gain de codage ont
été établis. Les criteres du rang (gain en diversité) et du déter-
minant (gain en codage) pour les canaux a évanouissements
lents et les criteres de distance de Hamming (gain en diversité)
et de distance produit (gain en codage) pour les canaux a éva-
nouissements rapides ont été proposés par Tarokh [1]. Chen a
complété les travaux de Tarokh en proposant le critere de la
trace [2]. A partir de ces différents criteres, plusieurs recherches
exhaustives de codes ont été menées [3-5, 9-15]. L’inconvénient
de I’absence de méthode de construction se traduit par une aug-
mentation tres rapide de la puissance de calcul lorsque le
nombre d’états du codeur augmente. En effet, lorsque le nombre
d’états augmente linéairement, le nombre des codes augmente
de facon exponentielle. Les codes obtenus avec le critere de la
trace [2] ont les meilleures performances pour les systemes dont
le gain en diversité est supérieur a 3. Presque tous les codes
publiés ont une propriété commune: ils utilisent les points de la
constellation MIMO d’une fagon équiprobable (si les données
binaires sont générées d’une fagon équiprobable par une source
sans mémoire). On propose de les appeler « codes équilibrés ».
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Ce papier introduit une nouvelle famille de codes temps espace
en treillis : les codes équilibrés. Il s’agit d’un sous-ensemble des
codes STTC. Une méthode originale de construction de ces
codes est ainsi présentée. Une recherche exhaustive permet
alors de vérifier que les meilleurs codes sont équilibrés. La liste
des meilleurs codes trouvés et leurs performances sont finale-
ment présentées.

Le reste du papier est organisé de la maniere suivante. Nous
décrivons brievement dans la section 2 le codeur temps-espace
en treillis d’une maniere générique. Les criteres de performance
utilisés pour la construction des codes sont résumés dans la sec-
tion 3. La section 4 introduit la nouvelle famille des codes équi-
librés et leurs propriétés générales. La construction des codes
équilibrés pour plusieurs antennes est détaillée dans les sections
5 et 6. Enfin, la section 7 présente I’analyse des performances
des codes obtenus.

2. Codage temps-espace
en treillis

Nous considérons le cas général des STTC utilisant une modu-
lation 2"-PSK (on a donc n = 2 pour QPSK) et ny antennes
d’émission.

Le codeur temps-espace en treillis dont le schéma bloc est
donné a la figure 1 comprend un bloc d’entrée de n bits et v
blocs-mémoire de n bits (2" états). A chaque instant 7 € Z,
tous les bits d’un bloc sont remplacés par les n bits du bloc pré-
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Figure 1. Codeur STTC 2"-PSK pour nt antennes Tx.

cédent. Le bit i du bloc j est associé aux nr coefficients multi-
plicatifs gl’»"j €Zon, k=1...n7, o nr est le nombre des
antennes d’émission. Un codeur STTC est ainsi défini par sa
matrice génératrice G comprenant ny X n(v + 1) coefficients:

1 1 1 1
81,1 - 8n 81,v+1 8nv+1
_ | Lk k k k
G= 811 0 En 81,041 8nv+1 ey
nr nr nr nr
811 - n 81v+1 8nvt1

Les symboles générés en sortie du codeur pour 1’antenne k sont
donnés par:

n v+l

vk = szf_ngffj mod 2" ()

i=1 j=1

k_T
N ‘ v 1 . 1Y 50 <
oll y¥ € Zn représente I’indice du signal sf = ¢”"" 2" envoyé

vers ’antenne k a ’instant ¢. Toutes les trames modulées sont
ainsi transmises simultanément par les nr antennes.

A la réception, chaque antenne de réception recoit une superpo-
sition des signaux émis par les nr antennes affectés par un coef-
ficient multiplicatif. Chaque signal se propageant entre une
antenne d’émission et une antenne de réception est supposé étre
affecté par des évanouissements de Rayleigh indépendants.
Ainsi, on peut utiliser le modele suivant pour le signal en récep-
tion:

nr
= huast +n 3)
k=1

ol r! est le signal recu par I’antenne  a I’instant , 7, est le gain
complexe du canal de propagation de I’antenne d’émission k a
I’antenne de réception /, s¥ est le signal transmis par 1’antenne k
et n est I’échantillon de bruit AWGN pour I’antenne / 4 I’instant
t. Les échantillons de bruits sont indépendants et chacune des ses
deux composantes a une distribution gaussienne de valeur

moyenne nulle et de variance égale a 0.5 par dimension. Un déco-
dage selon le critere du maximum de vraisemblance utilisant
I’algorithme de Viterbi est ensuite mis en oeuvre en réception.

3. Criteres de construction

Des criteres de construction ont été proposés dans [1, 2] dans le
but d’exploiter la diversité spatiale maximale égale a nr.ng et
d’obtenir un gain de codage optimal. Des canaux a évanouisse-
ments lents et rapides ont été considérés. Les vecteurs de

dimension n7 des symboles transmis S; = [s,ls,2 ..

sy T]T sont
supposés étre groupés au sein d’une trame de longueur L. Un
canal est dit a évanouissements lents de Rayleigh si, durant la
transmission d’une trame, les gains complexes /iy ; des diffé-
rents chemins spatiaux ne changent pas durant cette trame, mais
ils sont indépendants entre deux trames différentes. Dans le cas
des évanouissements rapides de Rayleigh, les gains complexes
hii.¢ sont indépendants d’un symbole a I’autre. Pour chaque cas,
des criteres sont dérivés de la minimisation de la probabilité de
transmettre la trame codée S = [Sts,+ oS4l 1] de dimen-
sion ny x Ly et de décoder de fagon erronée une autre trame
codée E également de dimension nr x Ly. La matrice produit
A = BB* de dimension ny X nr est introduite ot B* représente
la matrice hermitienne de la matrice différence B=E — S,
également de dimension ny x Ly, donnée par:

1 1

) 1l 1 _ .l
€ =8 Citq ~ Sttq CrrLy—1 T StaLyp—1
B= : : o : : “)
nr nr nr nr nr nr
e =5 © Crg T Sty €riLy—1 ~ St4Lp—1

3.1. Evanouissements lents de Rayleigh

Dans le cas des évanouissements lents de Rayleigh, deux cri-
teres ont été proposés par Tarokh [1]. Tout d’abord, dans le but
de maximiser la diversité, les matrices A calculées en considé-
rant toutes les paires possibles (E,S) doivent avoir le rang
maximal. Puisque la valeur maximale du rang(A) est nr,
I’ordre maximal de la diversité spatiale est alors égal au produit
nt.ng. Dans un second temps, dans le but de maximiser le gain

de codage, le produit minimal ]_[Z‘:]k(A)

Ak, ou les A; sont les
valeurs propres non nulles des matrices A calculées pour toutes
les paires possibles (E,S), doit avoir la plus grande valeur pos-

sible. Si rang(A) = nr, on obtient:

nr np [Ly—1 2
det(A) = [ =TT X Jebsg = s ®)
k=1 k=1 \ ¢=0

Les codes qui ont les meilleures performances présentent des
matrices A de rang maximal et la plus grande valeur du produit

rank(A)
=1

minimal [],Z Ak. Pour une matrice produit de rang maxi-

mal, le gain de codage obtenu est alors égal a det(A)/"7).
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3.2. Evanouissements rapides de Rayleigh

Dans le cas des évanouissements rapides de Rayleigh, différents
criteres ont également été proposés. Tarokh [1] définit la dis-
tance de Hamming dy (E,S), le nombre de symboles différents
entre deux trames codées E et S par la relation:

Ly—1 ny
du(E.S) = 3" h(efyysty,) ©)
q=0 k=1
ol ’opérateur % est défini tel que:
0 si el =3k
I N t+qg = St+q
h(eH—q vst+q) { 1 Sinon (7)

Dans le but de maximiser la diversité pour les canaux a éva-
nouissements rapides de Rayleigh, la distance de Hamming
du (E,S), calculée pour toutes les paires de trames codées, doit
avoir la plus grande valeur possible. L’ordre de la diversité spa-
tiale obtenu est alors égal au produit dg (E,S).ng. De la méme
facon, Tarokh introduit la distance produit df, (E,S) comme le
produit des distances euclidiennes entre les symboles de dimen-
sion ny x Ly composant les trames codées E et S. La distance
produit s’écrit alors:

2 E k |

w8 = [T (X [eheg st ®
g=0 Nk=1
Lf*l

= 1_[ di; (€1+4-S1+)
q=0

Dans le but de maximiser le gain de codage, la plus petite valeur
des distances produit dS(E,S), calculées pour toutes les paires
(E,S), doit étre maximisée par le choix de la matrice généra-
trice G. Le gain de codage est alors égal a dg (E,S)!/duE.S)

3.3. Cas d’un grand nombre d’antennes

Dans [2], Chen propose un nouveau critere qui est valable dans
le cas des évanouissements lents et rapides de Rayleigh lorsque
rang(A).ng > 3. Sous cette hypothése, la PEP (probabilité
d’erreurs par paires) est minimisée si la somme de toutes les
valeurs propres de la matrice produit est maximisée. Pour une
matrice carrée, la somme de toutes les valeurs propres est égale
a la trace de la matrice. Elle peut s’écrire:

nr ny (L1 )
@ =Y =" X Jehy st ©)
k=1 k=1 q=0

Puisque le produit rang(A).ng > 3, la minimisation de la PEP
revient a identifier les codes qui ont la plus grande trace mini-
male des matrices A calculées pour toutes les paires possibles
de trames codées.
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4. Godes equilibrés

4.1. Pourquoi les codes équilibrés ?

Le concept des codes équilibrés est basé sur I’observation que les
meilleurs codes STTC proposés dans la littérature ont une méme
propriété: si les données binaires sont générées par une source
sans mémoire S =1{0,1} avec
p(0) = p(1) =1/2, alors les symboles de la constellation
MIMO sont générés d’une fagon équiprobable. Par exemple, le
tableau 1 présente des codes a 2 antennes d’émission publiés

la méme probabilité

dans la littérature. Pour chaque code a 4 ou 16 états, les
ny X n(v + 1) coefficients de la matrice génératrice G sont
donnés conformément a 1’équation (1). Ces codes sont tous équi-
librés. De méme, dans le tableau 2, on retrouve des codes publiés
a 3 et 4 antennes d’émission qui sont aussi équilibrés. On
constate que ces codes présentent en général de meilleures per-
formances par rapport aux autres codes non équilibrés publiés.

Table 1. Codes QPSK STTC équilibrés a 2Tx.

Code 4 états (v = 1) 16 états (v = 2)
Tarokh [1] :2 (1) (2) (1): :g (1) (2) ; g (2):
i 3923|2300
Firmanto [3] :; ) g ?: :é g ; (1) g ;:
Baro [4] :; (2) (1) ?: :l (2) ? (2) (2) (2):
Blum [9] :g (2) é ?: :g % ; g (2):
Jung-Lee [10] :; (2) ? 5: :g (1) (% ; ; ;:
Yi Hong [11] :g ; % g: :; (2) ? ; S g:

Dans le cas général d’une modulation 2"-PSK, pour chaque
vecteur binaire X:[xlxg...xL]T eZé‘ ou x; € {0,1} est I’état
logique de la bascule i du registre a décalage du codeur de lon-
gueur L, le mot de code Y= [ylyg...ynT]T € Z;,lT généré par le
codeur de la figure 1 est Y = G - X, ot G est la matrice géné-
ratrice (1). Un STTC est donc une fonction:

®: 75 — 7o 10)

qui associe d’une fagon unique au vecteur X un mot de code
Y = &(X) =G - X. On remarque que ®(Z%) € Z)! repré-
sente ’ensemble des mots de code Y générés par le codeur. Un
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Table 2. Codes QPSK STTC équilibrés a plusieurs antennes d’émission.

Code 3Tx 4 Tx
_ -1 2 1 2 3 27
Yi Hong b2 1232 203 2 20
2 0 3 2 20
[11] 3220 3 2 322 0 3 2
L L3 2 2 0 3 24
_ -1 2 1 2 3 27
Chen ! (2) ; ; 3 (2) 2 0 3 2 20
[12] 1 220 1 2 1 2 2 01 2
L L1 2 2 0 3 24
. 0020221 027222210027
Bernier 32021 2 01
21 0 2 2 3 20
[13] 5121 23 2 2 2 23 0 0 2 0 3
- L2 0 3 2 3 2 0 14
_ -2 3 3 1 2 3 0 2q7
Rassool ; :1; ; (2) 03 2 021 01
[14] 02 3 2 21 2 3 2 3 01
- L2 3 2 1 2 1 0 34

mot de code Y peut étre obtenu pour plusieurs vecteurs
X e Z%. Soit n(Y) le nombre de vecteurs X € Z% tel que
®(X) =Y, c’est-a-dire n(Y) = card {®~'(Y)}.

Par définition, un STTC est équilibré si et seulement si on a
n(Y) = ng > 1 pour chaque mot de code Y € CD(Z%) . En plus,
si ®(Z%) = Z57, alors tous les éléments de Z5, sont générés et
le code est dit totalement équilibré. Un code totalement équili-
bré est a longueur minimale du registre a décalage du codeur si
et seulement si ng = 1.

4.2. Propriétés générales des codes équilibrés

La génération des codes équilibrés repose sur un certain nombre
de propriétés générales:

Théoreme 1. La longueur minimale d’un code totalement équi-
libré est Lyin = n.ny = dim(Zs7 ).

Théoréeme 2. Le rajout d’un vecteur colonne quelconque
G; € Z;l a la matrice génératrice G 2 L colonnes d’un code
totalement équilibré permet de créer la matrice génératrice G’ a
L’ = L + 1 colonnes d’un autre code équilibré.

Conséquence 1. Afin d’obtenir un code STTC totalement équi-
libré d’une longueur L > L,;,, il suffit de disposer d’un code
STTC de longueur minimale L,,;,. Ensuite, tout rajout d’une
colonne supplémentaire G; a la matrice génératrice G ne fait
que doubler le nombre d’apparitions no des mots de codes Y, le
nouveau code STTC étant aussi équilibré.

Lemme 1. Toute permutation entre les colonnes G; de la
matrice G d’un code STTC équilibré permet d’obtenir la
matrice G’ d’un autre code STTC équilibré.

Lemme 2. Toute permutation entre les lignes de la matrice G
d’un code équilibré permet d’obtenir la matrice G’ d’un autre
code équilibré.

Conséquence 2. La modification de I’indexation des antennes
du codeur ne modifie pas les propriétés du code.

,G,, sont linéairement
indépendants si et seulement si la relation:

Définition 1. Les vecteurs G1,Go,. ..

x1G1 + G+ ...+ xu Gy =0 € Z37 (11)

si et seulement si tous les scalaires binaires
x; € {0,1} sont nuls.

est vérifiée

Définition 2. Les vecteurs linéairement indépendants

G1,Go,...,G,, forment une base de ZZHT si et seulement si I’en-
semble généré par ces vecteurs est ZZHT :

span(G1,Ga,...,G,,) = {Zx,-G,-/x,- € {0,1}} =77

i=l

Dans ce cas, m = L,,;, = n.ny.

5. Propriétés des bases
de Z,”

La génération des codes équilibrés repose sur un certain nombre
szl n
de propriétés des bases de Z,".

Propriété 1. Une base de Z," contient dim(Z,") = 2nr vec-
teurs.
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Propriété 2. Le vecteur nul 0 € Z," ne peut pas étre utilisé pour
former une base.

Propriété 3. Si le vecteur G; € Z," est utilisé pour former une
base, alors son opposé —G; ne peut pas étre utilisé.

Propriété 4. Si les vecteurs Gy, G2, ..., G, € ZZT avec

m < Ly, = 2n7 sont linéairement indépendants, alors les vec-
teurs:

Gur1 =Y MG eZT, xe{-1,01} (12)

m
i=1

ne peuvent pas étre utilisés pour obtenir m + 1 vecteurs linéai-
rement indépendants.

Propriété 5. Cy = 2Z)" est un sous-groupe normal du groupe
additif Z,". Pour chaque élément p € Z;" on considere le coset
Cp = p+2Z5" = p + Co, ou I'addition est dans Z,".

Propriété 6. Si ueC, et veC, avec Cp,C, CZ," et
p.q € Z;T alors u 4+ v € Cpgq, Ol @ représente 1’addition dans
"

5

Propriété 7. Siu € C, alors u + Cy = Cpgy-

Propriété 8. Si u € Cp, alors u + C, = Cy = 27Z)".

Définition 3. La somme directe de 2 cosets est définie par:
Cp+Cy={u+v/uecCyetvely (13)

Propriété 9. La somme directe de 2 cosets est un coset:
Cp+Cy =Cpayq.

Propriété 10. Si u € C,, alors —u € Cp, avec p € Z)".
Propriété 11. Si pi,p2,....puy € Z;T\ {0} sont linéairement
indépendants, alors

span(2p1,2pa,....2pny) = 225" = Co.

Propriété 12. Si p € 75T alors la somme de 2 éléments diffé-
rents du coset C, est un élément de Cp\{0,2p} :
u,v € Cpalors u + v € Co\{0,2p}.

Propriété 13. Une base de Z,” contient au moins un vecteur
dans Cy.

Propriété 14. Une base de Z,," contient au plus ny vecteurs du
méme coset.

Propriété 15. Une base de Z,” contient toujours ny vecteurs
appartenant aux nr cosets Cp,,Cp,.....Cp, . différents de Cy tels
que les vecteurs pi, pa,..., puy sont linéairement indépendants.
Dans ce cas, on dit que les cosets Cp,,Cp,.....Cp,,. sont linéaire-
ment indépendants.
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6. Construction des codes
QPSK STTC totalement

' 4 - - 1 4

equilibres

A partir des propriétés des codes équilibrés, il suffit de générer
des bases de 7,7, puis, en permutant les colonnes de la matrice
G, on obtient I’ensemble des codes totalement équilibrés a lon-
gueur minimale. Ensuite, le rajout éventuel de vecteurs colonne

permet d’augmenter le nombre d’états du registre a décalage du
codeur.

6.1. Cas de 2 antennes d’émission

Le tableau 3 décrit la partition de Zi en 4 cosets.

Table 3. Partition de Zﬁ en cosets.

c 0 0 2 2

(0] 0 2 0 2
0 I
o2 o |5
11 Cls |7 s

Iy a 2 types de codes totalement équilibrés dans ZZ:

e Les codes de type I qui contiennent seulement 1 vecteur non
nul dans Cy

* Les codes de type /I qui contiennent 2 vecteurs non nuls dans
Co

Les codes les plus performants sont les codes de types I1. De
plus, ils sont plus simples a générer. Par conséquent, on présente
d’abord la génération de codes de type 71.

6.1.1. Codes totalement équilibrés de type 11

L’algorithme pour obtenir les bases de type /1 est:

1. Choisir 2 vecteurs différents dans Cg.

2. Choisir 2 cosets différents C, et C, différents entre eux et dif-
férents de Cy.

3. Dans chacun des 2 cosets, choisir un vecteur.

Il y a donc 144 bases de type 1/ dans Zﬁ [8].

6.1.2. Codes totalement équilibrés de type I

L’algorithme pour obtenir les bases de type I est:
1. Choisir 1 vecteur vy = 2p € C = Cp\ {0}.
2. Choisir 2 vecteurs vy et v3 linéairement indépendants dans

C,.
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3. Choisir le dernier vecteur dans un coset différent de C et Cp,.
Il y a donc 96 bases de type I dans Zi [8].

Le nombre total des bases de Z3 est: 96 + 144 = 240.
Chaque permutation des 4 vecteurs qui forment une base de Zﬁ
va générer un autre code totalement équilibré. Alors, le nombre
de codes totalement équilibrés a longueur minimale pour le cas
de 2 antennes d’émission est de 240.4! = 5760.

Donc, pour le cas des 2 antennes d’émission a longueur mini-
male, au lieu d’analyser tous les 16* codes STTC, il suffit
d’analyser seulement 240.4!/16* = 8.79 % des codes STTC
pour trouver les meilleurs. Cela représente une réduction impor-
tante en terme de temps de calcul.

6.2. Cas de 3 antennes d’émission

Similairement au cas de 2 antennes d’émission, cette partie est
focalisée sur la construction des bases de Z;.
Le tableau 4 décrit la partition de Zi en § cosets.

Une base de Zi contient au moins 1 vecteur et au plus 3 vecteurs
dans Cy = ZZ%. Alors, il y a aussi 3 types de codes équilibrés de
Zi en fonction du nombre des vecteurs non nuls du coset Cy uti-
lisés pour former la base.

6.2.1. Codes totalement équilibrés de type 111

Pour obtenir les bases de type /11 de Zi, il faut:

1. Choisir 3 vecteurs linéairement indépendants dans Cp. Ils
génerent Cy.

2. Choisir 3 vecteurs linéairement indépendants p,q,r dans Z%.
Donc, les cosets Cp,,Cy,Cr C Zi sont linéairement indépen-
dants.

3. Choisir les vecteurs u €Cp,v € Cy,w € C,. Comme
u+Co = C,, la totalité du coset C,, est générée. De fagon simi-
laire, C, et C, sont générés. En utilisant la Propriété 10, les
autres cosets sont aussi générés.

Au final, le nombre des bases pour les codes totalement équili-
brés de types 111 est de 401 408.

Table 4. Partition de Zi en 8 cosets

oo 0 0 0 0 2 2 2 2
0 0 0 2 2 0 0 2 2
0 0 2 0 2 0 2 0 2

0
o 0 0 0 0 2 2 2 2
0 0 2 2 0 0 2 2
0 1 3 1 3 1 3 1 3

1
o - 0 0 0 0 2 2 2 2
0 1 1 3 3 1 1 3 3
I 0 2 0 2 0 2 0 2

0
oo - 0 0 0 2 2 2
0 1 1 3 3 1 1 3 3
1 1 1 3 1 3 1 3

1
o - 1 1 1 1 3 3 3 3
1 0 2 0 0 2 2
0 0 2 0 2 0 2 0 2

0
o - 1 1 1 1 3 3 3 3
1 0 2 0 0 2 2
0 1 3 1 3 1 3 1 3

1
o 1 1 1 1 3 3
I 1 1 3 3 1 1 3 3
1 2 0 2 0 2 0 2

0
o - 1 1 1 1 3 3 3
i 1 1 3 1 1 3 3
1 1 1 3 1 3 1 3

1
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6.2.2. Les codes totalement équilibrés de type 771

Soit v =2p eC§ et vu =29 €C§, (p#q:p.q €< 73), les
deux vecteurs choisis dans C(’)".

La combinaison entre v; et v, détermine la génération du mini-
coset Copo=1{0,2p,2¢,2(p ® q)}. Ce mini-coset partage
chaque coset Cy en deux mini-cosets Ci o et Cy 1 :

Cro=k+Coo, Vk € Z%
Ck1 = C\Cr0

Le fait de choisir ces deux vecteurs v; et vy dans Ca‘ divise aussi
I’ensemble des cosets différents de Cy en deux zones A et B dif-
férentes telles que:

A =C,UC,; UCpgq (réunion de 3 cosets)
B =73\ (CoU A)

Dans le but de générer le troisieme vecteur non nul dans Co,
nous identifions deux cas possibles:

6.2.2.1. Codes de type II avec 2 vecteurs dans un méme coset
de A

1. Choix des vecteurs vy =2peCi et v, =2q €Cj,
(p#£4q;p.q € Z;) : C72 = 21 possibilités.

2. Choix du cosetC, € A (r € Z;) qui aura les deux vecteurs v3
et vy (v3 € Crp etvg € Cp1): 3 possibilités.

3. Choix du v3 € C,g et v4 € C,. 1 : 4.4=16 possibilités.

Avec le choix de v3 et v4, les cosets Cy et C, sont entierement
générés.

L’ensemble My = Cy U C, est un sous-groupe de ZZ. 11 déter-
mine une nouvelle partition de Z; dans 4 « macro-cosets » dif-
férents de 16 €léments. Le choix d’un vecteur v permet de géné-
rer tout le macro-coset M, = v + M.

Pour le choix de vs et vg, il faut choisir 2 macro-cosets parmi
les 3 qui restent a générer.

4. Choix de 2 macro-cosets parmi les 3 non générés: C§ =3
possibilités.

5. Choix de vs et vg dans les 2 macro-cosets de 16 éléments:
16.16 possibilités.

Iy adonc 21.3.16.3.16> = 774144 bases.

6.2.2.2. Codes de type II avec 3 vecteurs dans 3 cosets diffé-
rents de A

1. Choix de vy =2peC(C§ et
p.q € Zg): C% = 21 possibilités.

v et vy détermine la génération du mini-coset Cp 9. Ce mini-
coset « coupe » la zone A en 6 mini-cosets {Cp0,Cp 1,

n=2¢eC;, (p#q;

C4.0:C4.1.Cpaq.0.Cpog.1}-

11 faut remarquer que pour un coset de la zone A, seul un mini-
coset est utilisable, sinon, on retombe dans le cas déja étudié
dans la paragraphe 6.2.2.1.

2. Choix d’un premier mini-coset de la zone A : 6 possibilités.
Comme I’autre mini-coset du méme coset est interdit a utiliser,
il reste 4 mini-cosets diponibles.
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3. Choix d’un 2°¢ mini-coset de la zone A : 4 possibilités.

Ce choix bloque I'utilisation de 1’autre mini-coset du méme
coset. En plus, la somme des 2 mini-cosets choisis est aussi blo-
quée. II reste donc un seul mini-coset disponible.

4. Choix d’un 3¢ mini-coset de la zone A: 1 possibilité.
Comme 1’ordre des choix des 3 mini-cosets de la zone A n’est
pas important pour le choix des vecteurs d’une base, on a fina-
lement pour les points (2-4): (6.4.1)/3! = 4 possibilités.

5. Choix de v3,v4,vs dans les 3 mini-cosets choisis: 43 possibi-
lités.

6. Choix de v € B: 32 possibilités.

Il y a donc 21.4.43.32 = 172032 bases.

Au total, on génere 774144 + 172032 = 946176 bases de
types II deZi.

6.2.3. Codes totalement équilibrés de type 7

Soitv; =2p ey (p € Zg), le vecteur choisi dans C. Dans ce
cas, v; géneére le micro-coset {0,2p} C Cp qui coupe chaque
coset de Z3 en 4 micro-cosets. La zone A est réduite a un seul
coset: A =C, et B =173\ (CoU A).
Dans le but de générer les 2 autres vecteurs non nuls dans Co,
nous identifions deux cas possibles:

6.2.3.1. Codes de type I avec 3 vecteurs dans la zone A

1. Choix de v; = 2p € Cj : 7 possibilités.

2. Choix de 3 micro-cosets de A = C,, parmi les 4 micro-cosets:
C3 = 4 possibilités.

3. Choix de vy,v3,v4 dans chacun des 3 micro-cosets choisis:
23 = 8 possibilités.

Avec vy,v2,v3,v4, on génere My =CoUC, qui est un sous-
groupe de ZZ avec 16 éléments. Le sous-groupe M détermine
une nouvelle partition de Zi en 4 macro-cosets de 16 éléments
chacun.

4. Choix de 2 macro-cosets parmi les 3 macro-cosets qui restent
a générer: C32 = 3 possibilités.

5. Choix de v5 et vg dans chacun des 2 macro-cosets choisis:
16.16 possibilités.

Au total, il y a donc 7.4.8.3.16.16 = 172032 bases.

6.2.3.2. Codes de type I avec 2 vecteurs dans la zone A

1. Choix de v; = 2p € Cj : 7 possibilités.

2. Choix de 2 micro-cosets de A = C,, parmi les 4 micro-cosets:
C? = 6 possibilités.

3. Choix de vy =p+2q et v3=p+2r (q,r €Z3,q #r)
dans les 2 micro-cosets choisis: 2.2 = 4 possibilités.

Donc, la moitié de Cy et la moitié de C,, sont générées. Ces moi-
tiés de cosets forment un sous-groupe Syp C Zi. Ce sous-groupe
So détermine une partition de Zi en 8 mini-cosets de 8 éléments
chacun. Il est possible de montrer que la somme directe de 2
mini-cosets est un mini-coset.

Comme on cherche a construire des bases de ZZ avec seulement
2 vecteurs dans la zone A, le mini-coset S; = (CoU A)\Sy
formé par les moitiés non générées de Cy et de C, ne peut pas
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étre utilisé pour sélectionner d’autres vecteurs. Il reste donc 6
mini-cosets. Les vecteurs v4,vs et vg doivent €tre choisis dans
ces 6 mini-cosets. L’algorithme continue avec la sélection de 3
mini-cosets. Ensuite dans chaque mini-coset, on va choisir un
vecteur.

On définie la zone Ag=Cyqr UCpaqer et la zone
By = Z3\(So U S1 U Ag)

La seule possibilité de créer le mini-coset S; est la somme des
2 mini-cosets différents dans la zone Ag.

4. Choix de 2 mini-cosets dans la zone Ag: 1 possibilité.

5. Choix du dernier mini-coset dans la zone By : 4 possibilités.
6. Choix des 3 vecteurs v4,vs5 et vg dans chaque 3 mini-cosets
de 8 éléments choisis: 8% possibilités.

Iy a donc 7.6.4.4.8% = 344064 bases de type I avec 2 vecteurs
dans la zone A.

Au total, on génere 172032 + 344064 = 516096 bases de
types I de ZZ.

Au final, le nombre de bases de ZZ est:
401408 +946 176 + 516096 = 1 863 680 bases.

Chaque permutation des 6 vecteurs qui forment une base de Zi
va générer un autre code totalement équilibré. Alors, le nombre
de codes totalement équilibrés a longueur minimale pour le cas
de 3 antennes d’émission est de 1863680 - 6!.

Donc, pour le cas des 3 antennes d’émission a longueur mini-
male, au lieu d’analyser tous les 64* des codes STTC, nous
allons analyser seulement 1863680 -6!/64* =1.95% des
codes STTC pour trouver les meilleurs. Cela signifie une réduc-
tion en temps de calcul trés importante.

6.3. Cas général de 7 antennes

On divise ’ensemble ZZT en 2"T cosets qui seront utilisés lors
de la génération des codes équilibrés. C’est le sous-groupe nor-
mal Cp = 2Z," qui permet d’effectuer la partition de Z," en
cosets C, = p +Co, avec p € Z;T. On a:

z," = |J ¢ =27 +22" 14)

nr

peZ,

Une base de ZZT contient dans Cp au moins un vecteur et au plus
nr vecteurs. Il existe donc nr types de codes équilibrés selon le
nombre de vecteurs dans Cy utilisés pour former une base. Parmi
tous ces types de codes, nous avons remarqué que les codes de

type nr étaient les meilleurs.
anl

Le nombre de bases de ZgT estde Ng = %T, kl:[o @rr —25.11

est possible de montrer que le nombre de bases de ZZT pour les

codes équilibrés de type nr est de Né %27,

Comme dim (ZZT) = 2nr, chaque permutation des 2nr vec-
teurs qui forment une base de ZZT va générer un autre code équi-
libré. Alors, il y a N¢ = 2" % Qnyp)! % Nﬁ codes STTC équi-
librés de type nr a longueur minimale.

Cette méthode de construction peut étre étendue pour le cas
général d’une modulation 2"-PSK [16].

7. Performances
des codes

7.1. Codes a 2 antennes d’émission

Avant de présenter les meilleurs STTC suivant le critere de la
trace, on liste ici quelques propriétés de la trace pour les STTC a
4 états et modulation QPSK:

- Propriété 16:

Les codes

6=[Gc]66]. ¢ = [-[cG][6e]

et G’ = U GG, ‘— ‘ G;Gy H ont la méme trace minimale.

- Propriété 17 :

Lescodes G = [[ GG ][ G6]] ot & = [ [ GG

ont la méme trace minimale.

- Propriété 18 :

Les codes

6= [GE][GG] « 6= [GG[Ga] o
méme trace minimale.

- Conséquence 3 :

Les codes = [[6162] GG o & =[G [
ont la méme trace minimale.

- Propriété 19 :

La méme trace minimale peut étre obtenue en permutant les
lignes de la matrice génératrice G, i.e., en permutant les indices
des antennes d’émission.

Table 5. Les meilleurs STTC équilibrés a 4 états.

1 2 0 271 2 0 273 2 0 2][3 2 0 2
2 0 2 1Jl2 0 2 3]|2 0 2 1][2 0 2 3]
2 1 2 072 1 2 072 3 2 072 3 2 0]
0 2 1 2Jl0o 2 3 2]]0o 2 1 2|0 2 3 2
20 2 17[2 0 2 37[2 0 2 17[2 0 2 37
(1 2 0 2]t 2 0 2]|3 2 0 2][3 2 0 2]
0 2 1 27[0 2 3 27[0 2 1 27[0 2 3 2]
2 1 2 0Jl2 1 2 0]|2 3 2 0][2 3 2 of

Une recherche exhaustive a été menée pour obtenir tous les
codes STTC a 4 états et 2 antennes Tx qui possedent le rang
maximal et la trace maximale. Un ensemble de 80 codes avec
min (rang(A)) =2 et min (trace(A)) =10 a été trouvé. Tous ces
codes offrent une distance produit minimale dg =24 qui est la
plus grande valeur que les codes STTC a 4 états peuvent avoir.

Parmi eux, en fonction du spectre de distances entre les diffé-
rents chemins dans le treillis, nous avons identifié 16 codes qui
offrent les meilleures performances évaluées par le taux d’erreur
trame. Tous ces codes a 4 états sont regroupés dans le tableau 5
ol on retrouve en gras le code proposé par Chen [2]. Ils sont tous
totalement équilibrés, de type II et a longueur minimale. Ces
codes offrent les meilleures performances dans les canaux de
Rayleigh a évanouissements lents ou rapides dans le cas de 2 ou
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Table 6. Les meilleurs STTC équilibrés a 16 états.

2 3 2 1 2 2 2
o1 2 2 0 0 2
01 2 2 0 0 2
2 3 2 1 2 2 2
21 2 3 2 2 2
0 3 2 2 0 0 2
0 3 2 2 0 0 2
21 2 3 2 2 2

32 2 1 2771 2 1 2 3 2]
2 0 2 2 0]]l2 01 2 2 0]
2.0 2 2 072 0 1 2 2 0]
1 2 2 3 2][1 21 2 3 2]

2 2 3 273 2 3 2 1 2]
2.0 2 2 0]]l2 0 3 2 2 0]
20 2 2 072 0 3 2 2 0]
1 2 2 3 2][3 2 3 2 1 2]

plusieurs antennes Rx (ng > 2). Cette liste est exhaustive car il
n’y a pas d’autres codes STTC a 4 états offrant les mémes per-
formances. A partir de la matrice génératrice d’un code du
tableau 5, en appliquant les propriétés de la trace (Propriétés 16,
17, 18, 19), on peut générer tous les autres matrices génératrices
des codes équilibrés du tableau.

Pour les codes QPSK STTC a 16 états, la construction et la
recherche des meilleurs codes sont faites a partir des codes a
4 états en utilisant le théoreme 2. Le tableau 6 contient un
ensemble de codes totalement équilibrés a 16 états qui offrent
les meilleures performances dans les canaux de Rayleigh a
évanouissements lents ou rapides et plusieurs antennes de
réception. Tous ces codes ont une trace minimale
min (trace(A)) = 16 et une distance produit minimale
dz = 128. Parmi eux, on retrouve en gras le code proposé par

Chen [2].

Taux d’erreur trame

|
®

S

—— Codes proposés

= @ = Baro

—— Tarokh
T

10 "= T i
0 2 4 6 8 10 12 14 16
SNR(dB)

Figure 2. Taux d’erreur trame sur un canal de Rayleigh
a évanouissements lents pour 2Tx et plusieurs Rx (4 états).

Les codes a 4 états sont aussi évalués en analysant le taux d’er-
reur trame en considérant une trame de 130 symboles et un
canal de Rayleigh a évanouissements lents et rapides de
variance o> = 0.5 par dimension. La puissance moyenne des
symboles transmis est aussi normalisée a 1. Les résultats sont
présentés a la figure 2 pour le cas des évanouissements lents et
a la figure 3 pour le cas des évanouissements rapides. On
remarque que tous les codes donnés au tableau 5 ont les mémes
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performances que le code de Chen [2], donc ils sont meilleurs
que les codes proposés par Tarokh [1] et Baro [7] donnés au
tableau 1.

Taux d’erreur trame

—L— Tarokh

= @ = Baro
—A— Codes proposés
I I

0 2 4 6 3 10 12 14
SNR(dB)

Figure 3. Taux d’erreur trame sur un canal de Rayleigh

3

a évanouissements rapides pour 2Tx et plusieurs Rx (4 états).

7.2. Codes a 3 antennes d’émission

Pour analyser les performances des codes a 3 antennes d’émis-
sion, on distingue deux cas, suivant le nombre des antennes de
réception. Les criteres du rang et du déterminant sont utilisés
pour une antenne de réception et le critere de la trace est utilisé
pour le cas de plusieurs antennes de réception.

Une recherche a été menée pour trouver de nouveaux codes
avec les meilleures performances. Un grand nombre de codes a
été trouvé. Parmi eux, on présente dans le tableau 7 deux nou-
veaux codes, en comparant leurs performances avec celles des
codes de Chen [2].

Concernant le nouveau code optimisé suivant le critere du rang
et du déterminant, il est totalement équilibré de type III, a le
rang plein r =3 et maximise le déterminant minimum:
Det = 32. 11 faut noter que, pour une séquence d’entrée X de 8
bits, ce code a un plus petit nombre d’apparitions du détermi-
nant minimum: 256 contre 3072 dans le cas du code de Chen
qui n’est pas équilibré. Ce dernier parametre détermine égale-
ment les performances des codes.

Concernant le nouveau code équilibré optimisé suivant le cri-
tere de la trace, il a la méme trace minimale de 24, mais il a un
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Table 7. Comparaison entre les nouveaux codes
et les codes de Chen.

Codes Critere: rang et déterminant
Matrice Rang | Det nb det
020122
Chen 1 001233 3 32 3072
202013
022010
Proposé 1 102022 3 32 256
201220
Codes Critere : trace
Matrice Rang | Trace nb trace
121232
Chen 2 203220 2 24 31744
122012
021220
Proposé 2 212032 2 24 29696
213212

plus petit nombre d’apparitions de la trace minimale par rapport
au code de Chen qui est aussi équilibré. Le spectre des distances
est donc meilleur pour le code proposé.

Pour compléter I’analyse des performances des codes, on a
aussi simulé les nouveaux codes en utilisant des trames de 130
symboles pour un canal de Rayleigh a évanouissements lents.
La figure 4 compare les codes QPSK STTC du tableau 7 opti-
misés suivant le critere du rang et du déterminant simulés avec
nr=3,ng=1.

La figure 5 compare pour ny = 3 et ng = 2,3 les codes QPSK
STTC du tableau 7 optimisés selon le critere de la trace.

T
= B = Chen 1
=—@— Proposé 1

Taux d’erreur trame

8 10 12 14 16 18 20
SNR(dB)

Figure 4. Taux d’erreur trame de 130 symboles sur un canal
de Rayleigh a évanouissements lents des codes optimisés
selon le critére du rang et du déterminant (ny = 1).

T T T T T

= = =Chen2
=——— Proposé 2

Taux d’erreur trame

SNR(dB)

Figure 5. Taux d’erreur trame de 130 symboles sur un canal
de Rayleigh a évanouissements lents des codes optimisés
selon le critére de la trace.

On observe que ces nouveaux codes du tableau 7 sont meilleurs
que les codes de Chen qui étaient considérés jusqu’alors comme
les plus performants.

8. Conclusion

Dans ce papier, une nouvelle famille de codes temps-espace en
treillis dits « équilibrés » pour plusieurs antennes d’émission et
une modulation de type QPSK est proposée. Il s’agit d’un sous-
ensemble assez réduit de codes STTC.

Ces codes équilibrés utilisent les points de la constellation
MIMO d’une fagon équiprobable. Une premiere méthode de
construction des codes équilibrés pour une modulation QPSK
est décrite. Cette méthode de construction peut étre étendue
pour le cas général d’une modulation 2"-PSK.

On a aussi montré que tous les meilleurs codes STTC sont équi-
librés. La recherche systématique des meilleurs codes peut donc
étre limitée seulement a cette famille de codes. On doit ainsi
analyser seulement 8.79 % des codes STTC a longueur mini-
male dans le cas de 2 antennes d’émission et 1.95 % des codes
STTC a longueur minimale avec 3 antennes d’émission. De
nouveaux résultats concernant les meilleurs codes a 2 et 3
antennes d’émission sont aussi donnés, y compris leurs courbes
de performance.

Ce concept des codes équilibrés peut étre étendu a d’autres
schémas de codage et notamment pour la génération des codes
super orthogonaux en treillis (SOSTTC) afin d’améliorer leurs
performances.
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