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Résumé et mots clés
Le cophasage d’un instrument multipupille nécessite la mesure des aberrations spécifiques que sont les 
pistons et basculements différentiels entre les sous-pupilles. La Diversité de Phase est une méthode qui
s’avère être bien adaptée pour estimer de telles aberrations, notamment sur objet étendu ; toutefois, les
algorithmes associés requièrent des temps de calcul importants et sont incompatibles avec les besoins
temps-réel d’un système fonctionnant en boucle fermée. Dans cet article, nous démontrons qu’un estimateur
analytique peut être obtenu dans l’hypothèse des faibles phases aberrantes grâce à une approximation 
judicieuse qui rend le critère à minimiser quadratique. Nous validons ensuite cet estimateur par simulation et
comparons ses performances à celles obtenues avec un algorithme itératif conventionnel. Les résultats 
obtenus démontrent qu’il est tout à fait possible de fermer une boucle de cophasage à faible flux et par la
même occasion de restaurer l’objet observé dans un but d’imagerie.

Interférométrie, Problèmes inverses, Fonction de transfert optique, Diversité de Phase, Analyse de front d’onde.

Abstract and key words

Optical interferometry allows to reach the resolution of a large instrument by coupling several subapertures of lower
diameter. However, this method requires a very accurate control of the optical path, especially the differential aberrations
between the apertures (so-called “cophasing” operation). In this context, focal-plane sensing, based on aberration
retrieval from focal-plane intensity measurements, appears to be an advantageous solution with a very simple
opto-mechanical setup.
When the aperture function is known, differential aberrations can be determined with a single focal image of an 
unresolved source source using a non centro-symmetric pupil. However, in a general case (extended object or any 
aperture configuration), the sole focal-plane image is not sufficient to retrieve piston and tip/tilt without ambiguity. The
Phase Diversity method introduced in optic by Gonsalves [Gonsalves (1982)] is then usually applied, using at least a second
image differing by a known phase, conventionally a small defocus. This method is now routinely used for the
calibration of monolithic instruments. However, the corresponding algorithms are iterative and consequently time-consuming.
The objective of this paper is to present a new algorithm which is analytic and consequently well-suited for real-time
cophasing on extended object. To do that, we first begin to explain the principle of Phase Diversity. During these last 
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1. Introduction
Le développement des futures missions pour l’astronomie ou
l’observation de la Terre nécessite des résolutions spatiales
importantes, ce qui implique le développement de télescopes de
plus en plus grands. Malheureusement, la fabrication et le lan-
cement dans l’espace de miroirs de diamètre croissant se heurte
rapidement à de nombreuses limitations, aussi bien technolo-
giques (encombrement, masse) que financières. Dès lors, pour
répondre aux problèmes posés par la construction ou l’emploi
de miroirs monoblocs géants et pour gagner définitivement en
résolution, l’imagerie multipupille (ou synthèse d’ouverture
optique) apparaît comme une solution séduisante. Etant donné
que le champ des applications possibles est extrêmement vaste,
cette méthode se révèle aujourd’hui comme étant incontour-
nable dans le domaine de la haute résolution angulaire.
Cependant, la principale difficulté posée par la synthèse d’ou-
verture réside dans le cophasage, c.-à.-d. la mesure puis la cor-
rection à une fraction de longueur d’onde des aberrations spéci-
fiques que sont les pistons et les basculements différentiels de
l’instrument synthétisé. Ces aberrations sont illustrées figure [1]
dans le cas d’un instrument à trois sous-pupilles : un piston
équivaut à une marche (donc à une phase constante) entre les
pupilles tandis qu’un basculement correspond à l’inclinaison de
l’une d’entre elles par rapport à la direction de visée (donc à un
plan de phase).
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Si l’objet est résolu, la seule donnée de l’image focale est insuf-
fisante pour retrouver sans ambiguïté les pistons et bascule-
ments différentiels. Pour résoudre ce problème, l’une des rares
solutions est la Diversité de Phase introduite en optique par
Gonsalves [Gonsalves (1982)], qui propose d’utiliser au moins
une deuxième image différant de la première par une variation

20 years, different methods have been developped to retrieve both the aberrations â and the observed object ô
[Mugnier et al. (2006)]. The conventional processing is based on the joint a posteriori estimation of (̂a; ô) that are most
compatible with the measurements by using statistical information on the data [Blanc (2002)]. The corresponding
criterion Eq. (8) and Eq. (10) is convenienly minimized by an iterative conjugated gradient method ; but although this
classical iterative estimator is optimal in term of performance, it is time consuming since it requires at least ten 
iterations to converge, each iteration representing 2Nd FFT to compute (where Nd is the number of images acquired 
by diversity).
In order to have an analytic Phase Diverity algorithm, we express the classical criterion under the small phase 
assumption. Then :
– we approximate the denominator of Eq. (11) at a = 0 ;
– we linearize the expression of its numerator, obtaining an affine expression according to the aberrations.

The new expression of the criterion Eq. (13) is then quadratic and the derivation of its gradient with respect to the 
aberrations lead to a unique solution as shown Eq. (15).
The resulting algorithm is much faster than the iterative, requiring only Nd FFT. In order to sudy its properties, various
simulations are made. It appears that our new algorithm can estimate piston aberrations � |π/2| rad RMS with an
error of λ/60 (figure [3]). Furthermore, it can be used to restore the observed object as well for a signal-to-noise ratio
> 10 (figure [6]). In conclusion, our results demonstrate that the analytic algorithm is appropriate for the cophasing of
phased array telescopes in closed-loop.

Interferometry, Inverse problems, Optical transfer functions, Phase Diversity, Wave-front sensing.
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Figure 1. Instrument à trois sous-pupilles
et ses aberrations différentielles.



de phase parfaitement connue. Dès lors, les images supplémen-
taires permettent de coder l’information de phase de manière
différente et par conséquent de lever les indéterminations exis-
tantes. Le plus souvent, la perturbation choisie est une défocali-
sation globale, car c’est de facto le mode le plus simple à mettre
en œuvre.
Dans ce contexte, la Diversité de Phase permet non seulement
de mesurer toutes les aberrations d’intérêt, mais aussi de les
prendre en compte pour faire de la restauration d’objet a poste-
riori. Elle permet également de recombiner l’intégralité des
sous-pupilles en une seule trame, et ce avec un design opto-
mécanique simple. De plus, cette méthode est sensible à toutes
les aberrations jusqu’au plan focal. Par conséquent, la Diversité
de Phase est envisagée pour nombre de futurs grands projets ter-
restres ou spatiaux. Parmi ceux-ci, citons DARWIN, un interfé-
romètre spatial dédié à la recherche de planètes extra-solaires
[Fridlund (2004), Mocœur et al. (2006)], ou les ELT, télescopes
géants segmentés d’un diamètre de 30 à 60 mètres [Gilmozzi &
Spyromilio (2007)]. L’observation de la Terre depuis une orbite
géostationnaire est également une application envisagée
[Mugnier et al. (2004), Mugnier et al. (2005)].
Toutefois, les méthodes d’estimation associées présentent l’in-
convénient d’être itératives et donc potentiellement coûteuses
en temps de calcul. Par conséquent, elles ne permettent pas
actuellement de répondre pleinement aux besoins temps-réel
d’un système embarqué. Nous nous proposons dans cette article
de développer un estimateur analytique qui soit compatible avec
les exigences d’un système de cophasage temps-réel. Tout
d’abord, nous rappelons en section 2 les relations fondamen-
tales de l’imagerie puis détaillons le principe de la Diversité de
Phase. Nous présentons ensuite en section 3 un nouveau critère
d’estimation qui est quadratique, permettant ainsi l’expression
des aberrations de manière simple. Enfin, la section 4 est consa-
crée à la caractérisation par simulation de ce nouvel estimateur
et à la comparaison de ses performances avec celles obtenues
par un estimateur itératif conventionnel.

2. La diversité de phase
2.1. Formation des images

Considérons un instrument dont la configuration pupillaire
(agencement des pupilles), affectée d’une phase aberrante φa,
est composée de NT sous-pupilles circulaires. Notons p la trans-
mission complexe de la pupille et pn celle associée à la nième

sous-pupille placée en un et présentant une phase φan. Nous
avons alors :

p =
NT∑

n=1

pn � δun (1)

où � représente l’opération de convolution. Par simplicité, nous
supposons que les sous-pupilles sont circulaires de rayon Rn

traitement du signal 2009_volume 26_numéro 1 69

Estimation des défauts d’alignement d’un instrument multipupille par Diversité de Phase temps-réel

identique et unitaire. Afin d’exprimer la phase incidente de
façon simple, nous la décomposons dans une base orthonormée
de modes Zk qui est intrinsèquement liée à la forme des sous-
pupilles. En se plaçant dans la base des polynômes de Zernike
[Noll (1976)], particulièrement bien adaptée pour la description
des modes dans le cadre de sous-pupilles circulaires, la trans-
mission complexe s’écrit :

p(u) =
NT∑

n=1

�(u − un)exp

[
j

kmax∑
k=1

akn Zk(u − un)

]
(2)

où j2 = −1 et où akn représente l’amplitude RMS de l’aberra-
tion d’ordre k associée au mode Zk sur la sous-pupillen.
Comme nous nous intéressons seulement aux aberrations de
pistons (k = 1) et basculements (k = 2,3) , nous considérerons
par la suite que kmax = 3 et noterons a le vecteur des aberrations
que l’on souhaite retrouver, de taille kmax NT × 1 :

a = {akn} k∈{1,2,3}
n∈{1,…,NT }

(3)

En notant TF l’opération Transformée de Fourier, la réponse
impulsionnelle h de l’instrument est :

h = |TF−1(p)|2 (4)

Nous noterons h̃ la TF de h, et nous l’approximerons par une
transformée de Fourier rapide ; h̃ sera communément appelée
Fonction de Transfert Optique (FTO).
Au plan focal, l’image i observée est modélisée par la convolu-
tion discrète et bruitée de h avec l’objet observé o, ces deux
quantités étant considérées comme discrétisées :

i(o,a) = h(a) � o + b (5)

où b est un bruit blanc que nous supposerons par la suite
Gaussien stationnaire. Dans cet article, nous considérons pour
la Diversité de Phase deux images i1 et i2 , la première étant
acquise au plan focal, la deuxième dans un plan défocalisé
d’une quantité φd . Les réponses impulsionnelles sont alors liées
par :

h1 = h(a) et h2 = h(a + φd) (6)

2.2. Inversion du problème

L’estimation des aberrations a ainsi que de l’objet o est généra-
lement basée sur une approche de type moindre-carrés, qui
revient à minimiser le critère suivant :

L(a,o) = 1

2σ2
||i1 − h1(a) � o||2 + 1

2σ2
||i2 − h2(a) � o||2 (7)

où σ représente la variance de bruit, que nous supposons iden-
tique pour les deux images i1 et i2 . En pratique cependant, l’uti-
lisation de cet estimateur conduit le plus souvent à une amplifi-



cation du bruit et ne permet pas d’obtenir une estimation cor-
recte de l’objet et de la phase. Par conséquent, il est nécessaire
de régulariser ce problème en introduisant des a priori sur les
inconnues. Au cours de ces vingt dernières années, différentes
méthodes d’estimation ont été développées [Mugnier et al.
(2006)] ; parmi ces méthodes, la recherche du Maximum A
Posteriori Joint (MAPJ) consiste à choisir l’objet o et les aber-
rations a qui maximisent la densité de probabilité jointe des
données (donc des images i1 et i2 ), de l’objet et de la phase.
Dans le cas d’un bruit blanc Gaussien et pour une régularisation
quadratique de la scène observée par Densité Spectrale de
Puissance (DSP), le critère d’estimation correspondant s’ex-
prime dans le domaine de Fourier discret comme [Blanc
(2002)] :

L(a,o) = Npixln σ2 +
Nf∑
ν=1

2∑
d=1

1

2σ2

∣∣∣̃id(ν) − h̃d(a,ν) õ(ν)
∣∣∣2

+
Nf∑
ν=1

|̃o(ν) − õm(ν)|2
2So(ν)

+ R(a) (8)

Npix étant le nombre de pixels dans l’image, Nf les fréquences
sur lesquelles est défini le critère (sachant qu’ici Nf = Npix) et
R(a) le terme de régularisation sur la phase ; om représente l’ob-
jet moyen et So la DSP associée à l’objet observé.
Le critère L(a,o) doit bien entendu être minimisé vis-à-vis de
l’objet o et des aberrations a. Or, il est possible d’exprimer la
solution en õ à phase aberrante fixée sous la forme d’un filtre
de Wiener multitrame en annulant la dérivée partielle du critère
par rapport à o:

̂̃o(a,ν) =
ĩ1(ν)̃h∗

1(a,ν) + ĩ2(ν)̃h∗
2(a,ν) + σ2õm(ν)

So(ν)

|̃h1(a,ν)|2 + |̃h2(a,ν)|2 + σ2

So(ν)

(9)

l’exposant ∗ désigne ici le complexe conjugué. En réinjectant
l’estimée ̂̃o(a) dans l’expression de L Eq. (8), nous obtenons
un nouveau critère LI qui ne dépend plus explicitement que de
la phase :

LI(a) = 1

2σ2

Nf∑
ν=1

∣∣∣̃i2(ν)̃h1(a,ν) − ĩ1(ν)̃h2(a,ν)
∣∣∣2

∣∣∣̃h1(a,ν)
∣∣∣2

+
∣∣∣̃h2(a,ν)

∣∣∣2
+ σ2

So(ν)

+ R(a) (10)

+ 1

2σ2

Nf∑
ν=1

σ2

So(ν)

[
|̃h1(a,ν)̃om(ν) − ĩ1(ν)|2 + |̃h2(a,ν)̃om(ν) − ĩ2(ν)|2

]
∣∣∣̃h1(a,ν)

∣∣∣2
+

∣∣∣̃h2(a,ν)
∣∣∣2

+ σ2

So(ν)

+ Cste

Bien que LI soit de type myope donc a priori susceptible de
présenter des minima locaux, des travaux récents ont montré
qu’il avait de bonnes propriétés statistiques. En effet, en réinter-
prétant ce critère  comme étant à minimum de contraste, Idier
etal. [Idier et al. (2005)] ont démontré que LI converge vers la
valeur vraie lorsque le nombre de données augmente.  
Étant donné que la reconstruction est effectuée pour kmax = 3
polynômes de Zernike, l’espace des inconnues a est limité. Il
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n’est donc pas nécessaire d’introduire de contraintes supplé-
mentaires sur la phase ; par conséquent, nous posons R(a) = 0.
De plus, il a été constaté [Blanc (2002)] que les hyperpara-
mètres optimaux vis-à-vis des aberrations, c.-à.-d. ceux qui don-
nent une estimée de la phase la plus proche de la phase vraie, ne
sont pas en adéquation avec ceux liés à l’objet et qu’il est néces-
saire de sous-régulariser ce dernier pour estimer au mieux les
aberrations à fort flux. Idier et al. [Idier et al. (2005)] ont par la
suite démontré théoriquement que l’estimateur sous-régularisé
en objet était consistant pour l’estimation de la phase. Dès lors,
nous utilisons l’expression  analytique de ̂̃o(a) définie Eq. (9)
à  régularisation quasi-nulle, donc pour un objet moyen õm = 0
et pour  un rapport σ2/So(ν) proche de zéro. En pratique, ce rap-
port ne sera pas exactement égal à zéro mais sera fixé à une
constante, typiquement  ε = 10−6 afin que l’expression de l’ob-
jet ̂̃o(a) ne diverge pas à haute fréquence. Nous obtenons ainsi,
pour le critère LI(a) :

LI(a) = 1

2σ2

Nf∑
ν=1

∣∣∣̃i2(ν)̃h1(a,ν) − ĩ1(ν)̃h2(a,ν)
∣∣∣2

∣∣∣̃h1(a,ν)
∣∣∣2

+
∣∣∣̃h2(a,ν)

∣∣∣2
+ ε

+ Cste (11)

LI est généralement minimisé itérativement, par exemple par
une méthode de type gradient conjugué. Par conséquent, les
coûts de calcul sont importants : si Nd est le nombre d’images
acquises par diversité (ici, Nd = 2), 2Nd transformées de
Fourier sont au minimum effectuées par itération, sachant
qu’une dizaine d’itérations sont nécessaires en pratique.   

3. L’estimateur
analytique

3.1 Expression du critère pour une faible phase incidente

Afin d’obtenir un algorithme de type Diversité de Phase qui soit
compatible avec les exigences d’un système de cophasage
temps-réel, nous nous plaçons dans l’hypothèse des faibles
phases aberrantes, qui a déjà été utilisée avec  succès pour le
développement d’un algorithme analytique de cophasage sur
point source en plan focal [Baron et al. (2008)]. Dans le cadre
de cette  hypothèse, il devient possible d’exprimer plus simple-
ment le  critère LI(a) :
- en approximant le dénominateur de l’Eq. (11) par sa valeur à
phase aberrante nulle. Ce dernier peut alors être vu comme un
terme de pondération ;
- en linéarisant dans chaque plan l’expression de la fonction de
transfert h̃d(a,ν) et en l’exprimant de manière affine en fonc-
tion des aberrations :

h̃d(a,ν) = ααd(ν) a + βd(ν) (12)



sachant que le produit ααd(ν) a est ici un produit scalaire. αd est
donc une matrice de taille Nf × kmax NT ; h̃d , ĩd et βd sont
quant à eux des vecteurs colonne de longueur Nf.
Au vu des deux simplifications évoquées ci-dessus, nous obte-
nons une nouvelle expression du critère qui est quadratique
en a:

LII(a) = 1

2σ2

Nf∑
ν=1

∣∣∣A(ν)a − B(ν)
∣∣∣2

+ Cste (13)

Avec :

A(ν) = ĩ2(ν)αα1(ν) − ĩ1(ν)αα2(ν)√∣∣∣̃h1(0,ν)
∣∣∣2

+
∣∣∣̃h2(0,ν)

∣∣∣2
+ ε

B(ν) = −̃i2(ν)β1(ν) + ĩ1(ν)β2(ν)√∣∣∣̃h1(0,ν)
∣∣∣2

+
∣∣∣̃h2(0,ν)

∣∣∣2
+ ε

(14)

A(ν) est un vecteur ligne de longueur kmax NT défini pour
chaque fréquence ν. L’ensemble de ces vecteurs, concaténés
dans la  matrice A de taille Nf × kmax NT , représente la partie
du critère dépendant explicitement des aberrations recherchées.
B(ν) est un scalaire et B un vecteur colonne de longueur Nf

représentant l’expression du critère à phase incidente nulle.
Comme le  terme LII(a) = ||Aa − B||2/(2σ2) est quadratique
(donc  convexe), il ne présente pas de minima locaux et la solu-
tion en a est unique.

3.2 Estimation des aberrations

En utilisant l’expression analytique de l’objet et en linéarisant la
fonction de transfert dans chaque plan de diversité, nous avons
pu nous ramener à un critère qui est quadratique en a.
L’annulation du gradient de ce critère nous permet alors de
retrouver directement les aberrations recherchées sans avoir à
recourir à un algorithme de minimisation :

â =
[
�(AH A)

]†[
�(AH B)

]
(15) 

où � désigne l’opérateur partie réelle, H l’opérateur hermitien et
† l’inverse généralisé d’une matrice. Avec ce nouvel estimateur
analytique, le coût de calcul est bien moins important que dans
le cas itératif. En effet, il se résume seulement au temps néces-
saire pour calculer les transformées de Fourier des Nd = 2
images de diversité. De fait, l’inversion de la matrice �(AH A)

n’est pas dimensionnante puisque carrée de taille
kmax NT × kmax NT , soit kmax NT = 9 pour un instrument à
3 sous-pupilles.
Regardons maintenant de plus près l’inversion de la matrice
T = �(AH A). Étant donné que cette matrice se révèle être une
matrice réelle, hermitienne semi-définie positive, c.-à.-d. 
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pour laquelle l’ensemble des valeurs singulières
{ξi }i=1,...,kmax NT ∈ R

+ , alors elle peut être décomposée en
valeurs propres et vecteurs propres :

T = UXUt (16)

X, qui est diagonale, contient les valeurs propres ; U est la
matrice des modes propres de TTt , sachant que par définition un
mode est une combinaison de pistons et basculements locaux
appliqués sur les sous-pupilles. Toutefois, le mode piston glo-
bal, qui correspond à une phase constante sur l’ensemble des
sous-pupilles, ne modifie en aucune manière les images et n’a
pas de sens physique. Il est donc inutile de le rechercher.
Comme X est diagonale, son inverse est égale à la matrice X†

de valeurs propres X†
i i = 1/ξi. Afin de filtrer le mode piston glo-

bal, nous imposons la valeur 1/ξi correspondante à zéro.

3.3 Restauration de l’objet

Nous avons démontré qu’il était possible d’estimer de manière
simple et rapide les faibles phases incidentes. Cependant, c’est
l’objet qui s’avère être la grandeur d’intérêt lorsque la diversité de
phase est utilisée pour faire du traitement d’image a posteriori.
Nous avons souligné à la sous-section 2.2 que dans le cas ou
l’on recherche en priorité la phase aberrante, il n’était pas
nécessaire d’introduire d’a priori sur les données. Cependant, si
la reconstruction de la scène observée est souhaitée, l’absence
de régularisation nuit fortement à la qualité de la restauration
objet. Dès lors, pour la DSP de l’objet, nous choisissons le
modèle paramétrique suivant [Conan et al. (1998), Blanc
(2002)] à trois paramètres :

So(ν) = κ

( ν
νo

)µ + 1
(17)

où κ est une constante, νo l’inverse d’une longueur  caractéris-
tique de l’objet et où µ caractérise la régularité de ce dernier.
Une fois que la faible phase incidente a été déterminée selon la
méthode explicitée en sous-section 3.2, les hyperparamètres liés
à l’objet peuvent été ajustés au mieux par maximum de vrai-
semblance [Blanc et al. (2003), Gratadour et al. (2006)].
L’estimation de ô est alors effectuée en  injectant le vecteur â
dans l’Eq. (9), non plus pour σ2/So(ν) = ε , mais en utilisant les
valeurs ajustées des  hyperparamètres (σ,κ,νo,µ). Nous obte-
nons alors la solution  unique ô en une itération.

4. Validation par simulation
4.1 Configuration expérimentale

L’ensemble des simulations présentées dans cette section sont
effectuées avec  deux plans de diversité, l’un étant le plan focal



et l’autre étant défocalisé de 1 radian RMS. Sauf mention
contraire, la configuration pupillaire est  composée de trois
sous-pupilles identiques disposées au sommet d’un triangle
équilatéral comme illustré en haut de la figure [2]. L’objet uti-
lisé  est représentatif d’un scène terrestre urbaine ; les images,
de taille 256 × 256 pixels (voir figure [2] bas), sont échan-
tillonnées à Shannon et comportent du bruit de photons ainsi
que l’équivalent d’un bruit de lecture d’écart-type σb = 10 élec-
trons par pixel.  
Par la suite, nous définirons le Rapport Signal-à-Bruit (RSB)
comme étant le rapport par pixel de la valeur moyenne du
nombre de photons Nbph sur l’écart-type du bruit :

RSB =
Nbph

/
Npix√

Nbph

Npix
+ σ2

b

(18)

4.2 Estimation de la phase incidente

Afin d’analyser les performances de l’estimateur analytique et
de les comparer à celles obtenues avec l’algorithme itératif,
deux types de tests sont réalisés :
- un test de linéarité, où une rampe de piston comprise entre
±2π et présentant 51 valeurs est appliquée sur une seule sous-
pupille. Les images sont acquises à fort flux avec un nombre
moyen de Nbph = 5 · 108 photo-électrons par image (soit pour
un RSB de 87), chaque valeur de la rampe présentant dix points
de mesure ; 
- des tests de répétabilité, où la précision des algorithmes est
évaluée sur des séries de mesures indépendantes. Ces diffé-
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rentes séries, qui comprennent toutes cinquante mesures, sont
générées avec des flux différents allant de 3 · 106 à 3 · 1010

photo-électrons (phe− ) par image (4 � RSB � 676 ). 
Pour déterminer la dynamique de notre estimateur, nous effec-
tuons le test de linéarité décrit ci-dessus. Les graphes figure [3],
qui illustrent les aberrations de piston estimées sur la sous-
pupille mobile en fonction de la rampe introduite (en haut) ainsi
que le biais correspondant (en bas), montrent que la reconstruc-
tion réalisée par l’algorithme analytique est excellente entre
[−π/2 ; π/2] , avec une précision en-deçà du seuil de λ/60
[Harvey & Ftaclas (1990)]  et un biais quasi-nul à l’origine. De
plus, la rampe est reconstruite entre ±1 radian avec une pente
de valeur 1 quel que soit l’algorithme considéré. Comme
attendu, nous voyons que le biais augmente rapidement au-delà
de 1 rad du fait de l’approximation faible phase. Nous pouvons
également constater que l’estimateur itératif se replie en ±π :
étant donné que notre modèle d’imagerie est chromatique, l’in-
formation de phase ne peut être contenue que dans un domaine
défini à [2π] près. (Notons que pour s’affranchir de ce phéno-
mène, il est possible d’envisager une approche polychromatiqueFigure 2. Configuration à trois sous-pupilles (haut) et image

focale (en bas à gauche) puis extra-focale (en bas à droite)
correspondantes obtenues à phase incidente nulle.

Figure 3. Linéarité en piston (en haut) et biais associé (en
bas) obtenus en réponse à une rampe de piston de grande

dynamique appliquée sur une sous-pupille.



[Seldin et al. (2006)] ou de privilégier un algorithme de dérou-
lage de la phase [Ghiglia & Pritt (1998)]). Ces repliements sont
également visibles avec l’algorithme analytique mais, du fait de
la dynamique réduite de l’estimateur, apparaissent dès que la
phase incidente atteint 2,5 radians.  
Pour le test de répétabilité, nous reproduisons dans un premier
temps le point de fonctionnement d’un système idéal en boucle
fermée, c.-à.-d. à aberration incidente nulle. Le graphe de la
figure [4] représente l’erreur totale obtenue en piston et calcu-
lée sur l’ensemble des sous-pupilles. Étant donné que le biais
peut être considéré comme nul à l’origine quelque soit le flux,
l’erreur des estimées (en cercles pour l’estimateur analytique,
en points pour l’algorithme itératif) présente exactement le
même comportement que l’écart-type ; elle suit comme attendu
une même loi en 1/

√
Nbph en régime de bruit de photons,

lorsque le flux est supérieur à 107 phe− (soit pour un RSB
> 10). Pour des flux moins importants, l’allure générale de
l’écart-type (et celle de l’erreur) n’est plus commune : si, pour
l’algorithme itératif, l’écart sur les estimations suit une loi en
1/Nbph , celui associé à l’estimateur analytique atteint au
contraire une valeur de saturation égale à 2,5 · 10−3 rad RMS.
En effet, l’algorithme analytique ne peut retrouver la phase
aberrante si le RSB est trop faible ; dans ce cas, les estimées sont
toutes distribuées autour de zéro. 
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Après avoir étudié les performances de l’algorithme analytique
dans les conditions de fonctionnement nominales, nous appli-
quons sur l’ensemble des sous-pupilles un jeu aléatoire de
faibles aberrations listées tableau [1].
Les graphes figure [5] présentent l’écart-type (en haut) ainsi que
l’erreur totale (en bas) obtenus pour les deux estimateurs. Tout
d’abord, nous constatons que la valeur prise par les écart-types
est légèrement supérieure au cas idéal à phase incidente nulle.
La différence la plus notable apparaît cependant au niveau de
l’erreur : au contraire de l’algorithme itératif dont l’erreur
décroît en fonction du flux, celle associée à l’estimateur analy-
tique atteint un seuil de 2 · 10−3 rad. Cette observation n’est pas
surprenante en soi, puisque l’approximation affine de la FTO
n’est valable que pour une phase incidente proche de zéro. Le
plateau observé est ainsi dû à la limite mathématique inhérente
à notre développement analytique. L’estimation des aberrations
est cependant effectuée en régime de bruit de photons avec une
excellente précision, puisque l’erreur se trouve toujours en des-
sous de la valeur 3 · 10−2 rad, soit λ/200 (qui correspond à
10 % de l’amplitude absolue totale introduite en piston).

Figure 4. Erreur totale estimée en piston sur l’ensemble des
sous-pupilles à phase incidente nulle.

Tableau 1. Jeu aléatoire d’aberrations introduit sur la configu-
ration pupillaire de référence (exprimées en rad RMS).

piston basculement en x basculement en y

pupille 1 −0,084 −0,017 0,019

pupille 2 0,161 −0,018 0,065

pupille 3 −0,055 0,019 0,092

Figure 5. Écart-type (en haut) et erreur totale (en bas) estimés
en piston sur l’ensemble des sous-pupilles en présence d’un

jeu aléatoire d’aberrations.



4.2.1 Restauration de l’objet

Afin d’évaluer la validité de notre estimateur analytique pour la
restauration d’objet, nous nous plaçons dans des conditions réa-
listes en appliquant sur l’ensemble des sous-pupilles notre jeu
de faibles aberrations listé tableau [1]. Nous effectuons alors un
test de répétabilité pour des séries d’une cinquantaine d’images
et pour quatre flux variant de 106 phe− (RSB = 1) à 109 phe−

(RSB = 123). La figure [6] compare, sur une zone de
81 × 81 pixels, l’objet vrai (en haut) à l’objet moyen ô estimé
pour quatre valeurs de flux différentes (en bas) ; les images
focales et extra-focales aberrées obtenues à fort flux sont égale-
ment représentées (au milieu). En régime de bruit de photons,
nous pouvons remarquer que l’objet moyen est de meilleure
qualité que l’objet estimé ô . Ce dernier est alors très proche de
l’objet vrai, avec une erreur de reconstruction de 1 % pour 109

phe− et seulement de 4 % pour 108 phe− . L’objet reconstruit est
même de meilleure qualité que l’objet vrai filtré par le système
à trois sous-pupilles à aberrations nulles (voir  figure [2] bas).
Lorsque le flux diminue, l’erreur d’estimation augmente,
comme attendu. La restauration de l’objet reste tout de même de
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bonne qualité pour Nbph = 107 phe− , comme nous pouvons
le constater sur la figure. Si nous réduisons le flux jusqu’à ce
que le RSB soit très faible (à 106 phe− ), les images deviennent
totalement dominées par le bruit ; par conséquent, la restaura-
tion devrait être impossible. Or, bien que l’objet  reconstruit soit
« très mou» avec une erreur de 78 %, nous pouvons distinguer
les composantes basses fréquences de l’objet.

5. Conclusion
et perspectives
La problématique du cophasage, qui consiste à mesurer et
contrôler à une fraction de longueur d’onde les défauts d’ali-
gnement entre les sous-pupilles (à savoir les pistons et bascule-
ments) d’un instrument multitélescope, est une opération déli-
cate. Dans ce contexte, la Diversité de Phase est une solution

Objet vrai

Image extrafocale aberréeImage focale aberrée

(RSB = 1)(RSB = 38) (RSB = 10)

N
bph

= 10
6

pheN
bph

= 10
7

pheN
bph

= 10
8

pheN
bph

= 10
9

phe

(RSB = 123)

Figure 6. Objet moyen estimé en fonction du flux en présence d’un jeu aléatoire d’aberrations : médaillon de l’objet vrai sur
81 × 81 pixels (en haut), images focales/extra-focales bruitées correspondantes obtenues à fort flux (ligne du milieu) 

et objet moyen estimé (en bas).



séduisante. Cependant, les algorithmes classiques associés à
cette méthode sont itératifs et demandent un coût de calcul
important.
Dès lors, nous avons développé un estimateur analytique, donc
potentiellement temps-réel, de type Diversité de Phase valable
dans l’hypothèse des faibles aberrations. Sous cette hypothèse,
nous avons pu approximer le critère à minimiser comme étant
quadratique et ainsi obtenir une estimée simple des aberrations.
Les simulations effectuées ont montré que ce nouvel algorithme
pouvait estimer des aberrations de piston inférieures à π/2 rad
RMS avec une précision de λ/60, et qu’il permettait de restau-
rer l’objet observé pour un RSB > 10. Dès lors, dans le cas d’un
système réel, il peut être intéressant de coupler les méthodes ité-
ratives et analytiques, en estimant dans un premier  temps les
fortes aberrations à l’aide de l’algorithme itératif puis en maite-
nenant cette position grâce à l’estimateur analytique utilisé en
boucle fermée. 
Par la suite, après avoir caractérisé notre estimateur en  fonction
de paramètres clefs comme le type de scène observée ou le
nombre de pupilles utilisées, nous pourrons le valider expéri-
mentalement.
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