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RESUME. Dans cet article, nous montrons une approche originale de couplage entre I’analyse
des systemes continus et celle des systemes a événements discrets en phase de conception pour
évaluer conjointement les propriétés structurelles (commandabilité, observabilité, etc.) et leurs
paramétres de siireté de fonctionnement. L’analyse de propriétés structurelles des systémes
continus repose sur la théorie des graphes s’appuyant sur la connaissance des phénomenes
physiques mis en jeu. L’analyse des parametres de siireté de fonctionnement s’appuie d’une
part sur la connaissance des relations liant les composants, leur état de fonctionnement et la
causalité physique et, d’autre part, sur une modélisation par un formalisme dédié aux systemes
a événements discrets. La démarche est illustrée sur un cas d’étude.

ABSTRACT. This paper deals with an original analysis approach of continuous system to study
structural properties and their dependability. For this purpose, we combine structural analysis
by the graph theory and the analysis of the dependability of the properties by stochastic activity
networks. The assessment of the dependability factors is based on the knowledge of the link
between componants, their state and their physical causality. Secondly, it is based on discrete
events modeling to establish the link between component states and properties dependability. A
study case illustrates the approach.
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1. Introduction

Les systémes continus sont des artefacts dont nous attendons qu’ils jouissent d’un
certain nombre de propriétés. Par exemple, un avion, un processus chimique ou ther-
mohydraulique doit étre commandable et observable afin de contrdler/réguler et sur-
veiller ses variables d’état critiques pour d’évidents problemes de sécurité (IEC, 1998).
Si nous souhaitons qu’ils soient tolérants aux fautes, cela suppose que nous soyons
capables de détecter et d’isoler les fautes. Les systeémes doivent donc posséder la
propriété de diagnosticabilité (Basile, Marro, 1969; Boukhobza et al., 2014; Hautus,
1983).

L’ observabilité est la propriété qui permet de reconstruire le vecteur d’état a partir
de certaines mesures disponibles sur le systtme. La commandabilité est la propriété
qui garantit la possibilité d’amener le systéme dans un état donné en temps fini. La
diagnosticabilité est la propriété du systeme qui garantit de pouvoir détecter et locali-
ser des défauts.

Pour que ces systémes assurent leurs missions, ces propriétés doivent étre mainte-
nues malgré les éventuelles défaillances des composants. Il est donc d’intérét d’étu-
dier les parametres de stireté de fonctionnement de ces propriétés dans une approche
conjointe des la phase de conception. En effet, c’est a partir des spécifications fonc-
tionnelles que la structure puis le dimensionnement des composants, modules et in-
terfaces sont définis. A cette étape, le dimensionnement n’est pas forcément connu.
Il faut travailler a partir d’informations structurelles a 1’aide de méthodes appropriées
i.e. avec des modeles mathématiques sans instanciation numérique.

De nombreux travaux exploitent des formes algébriques ou géométriques qui né-
cessitent une connaissance précise des modeles d’états du systeme (Kalman, 1968).
Cela ne permet pas leur emploi au plus tot dans le cycle de vie. Ainsi, I’emploi de re-
présentations génériques telles les modeles structurés est essentiel (Dion et al., 2003).
La connaissance des causalités physiques entre les variables du modele et les compo-
sants est primordiale et releve du champ de compétences de I’ingénierie.

L’analyse des parametres prévisionnels de slireté de fonctionnement se déroule
dans la méme phase du cycle de vie. Cette analyse doit conduire a valider le dimen-
sionnement de I’architecture du systeme pour les besoins du client. Selon le type de
systeme et ses propriétés attendues, 1’analyse prévisionnelle de stireté de fonctionne-
ment s’attarde sur la fiabilité, la disponibilité ou la maintenabilité du systeme et fait
I’objet de cet article. Dans le domaine de la Stireté de Fonctionnement (SdF), il existe
de nombreuses méthodes d’analyse plus appropriées a 1’évaluation de chaque para-
metre de la SAF (Prowell.S.J, Poore.J.H, 2004; Ruin, 2013; Staley, Sutcliffe, 1974;
Villemeur, 1992). La méthode de modélisation basée sur les Réseaux d’ Activités Sto-
chastiques (RAS) qui est proposée dans cet article permet de traiter de maniere gé-
nérique ’ensemble des parametres grace a une approche systémique et systématique
de complexité polynomiale. Elle repose sur la construction de modeles d’évaluation a
partir de petits modules atomiques représentant les composants et fonctions élémen-
taires. Couplée a la méthode de Monte-Carlo, elle permet de simuler les comporte-
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ments dynamiques et aléatoires des modules précédents. Cela permettra 1’évaluation
quantitative de certains parametres de sfireté de fonctionnement. Les RAS sont inté-
ressants, car ils permettent d’appréhender les systeémes réparables ou non de maniere
simple comparativement aux méthodes analytiques ou aux outils comme les automates
(Cassandras, Lafortune, 2007). En outre, les RAS permettent de lever des hypotheses
restrictives sur les lois de distribution des événements, certaines dépendances et cer-
taines actions comme la réparation, le diagnostic et la reconfiguration (Maza, 2012,
2015).

Larticle est organisé comme suit. La section 2 expose les éléments théoriques
pour mener une analyse structurelle d’un systéme continu. La section 3 s’intéresse a la
modélisation des résultats de 1’analyse structurelle dans le formalisme des RAS. Enfin,
la section 4 concerne 1’étude d’un systeme mécanique continu a 4 variables d’état
depuis I’analyse structurelle jusqu’a 1’aspect évaluation prévisionnelle de parametres
de SdF par les RAS afin d’illustrer la méthodologie. Les résultats de simulation sont
discutés. La section 5 conclut I’article.

2. Analyse structurelle
2.1. Représentation graphique

Dans cet article, nous considérons un systeme linéaire structuré (SLS) de la forme
suivante :

| ©=Az+ Bu
ZA'{y:Cx-i-Du M
ot = (21,...,20)" €ER" u= (u1,...,un)’ €ER™ ety = (y1,...,yp)" € RP

sont respectivement les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie. A € R™*", B € R"*™,
C € RP*™ et D € RP*™ sont des matrices de dimensions appropriées. Elles ne
contiennent que des parametres nuls et/ou des parametres libres notés ay, as, ..., ap
supposés indépendants.

Dans cette section, nous exposons la représentation graphique d’un SLS noté X4 .
Le graphe orienté associé a ce SLS est noté G(V, £). 1l est constitué d’un ensemble
de sommets V et d’un ensemble d’arcs £. Plus précisément, I’ensemble des sommets
est défini par V = X UUUY, o0 X = {x1,...,%,}, U = {uy,...,u,,} et
Y = {yi,...,yp} sont des ensembles de sommets correspondant respectivement
aux variables d’état, d’entrée et de sortie. L’ensemble des arcs est £ = £4 UER U
Ec U &p, avec 4 = {(x5,%;) |A(4,§) # 0}, €p = {(wy, %) [B(i,7) # 0}, Ec =
{(x;,¥1)|C(i,7) #0} et Ep = {(u;,y1) |D(4, j) # 0}. Lanotation (v;, v;) indique
un arc orienté du sommet v; € V) vers le sommet v; € V signifiant que les variations
de v; influent sur v;.

Un graphe biparti noté B(V*", V™ Eg) est un graphe orienté dont I’ensemble
des sommets se divise en deux sous ensembles disjoints V' et V™ connectés par
un ensemble d’arcs Eg. V' contient tous les sommets ayant des arcs sortants dans
G(V, &) et V™~ contient les sommets ayant des arcs entrants dans G(V, £). Ces deux



428  JESA. Volume 49 —n° 4-5/2016

ensembles V' et V™~ sont définis comme suit : VT = {v]" € X|3(v;,v;) € &}
et Vo = {v, € X UY|3(vs,vy) € &} Lensemble d’arcs Ep est défini par :

Es ={(vi,vi)lvif eVTivy eVT}

EXEMPLE 1. — Considérons le SLS ayant la forme donnée par I’équation (1) et dé-
fini par :
ar 0 0 Qay 0 as O
A= az 0 O ; B = 0 ; C = 0 0 as
0 a3 0 0 (0%4 0 0

Ce systeme est associé a la représentation graphique de la figure (1). Pour ce systeme,

u,* Oy X1
al al
Xt aq Vs
[2%) o
2
o s

Y3 X3 Qg a3 X3

X3’ @ ) o V2
%

Graphe orienté Graphe biparti

Figure 1. Représentation graphique associée a I’exemple 1

nous avons X = {x1,x2,x3}, U={w1}, Y = {y1,y2,¥3}, Xt = {xf,x;,xg},
Ut ={uf}, X~ = {x;, %, x5} et Y~ ={y;,y5,¥3 }

2.2. Définitions et notations

— Un chemin p qui couvre les sommets v, ..., vy, eStnoté p = vy, — vy, ...,
— vy oupourj =0,1,...0i =1, (v, v, ) €E.

— Soient V; et V, deux sous-ensembles de sommets de V. Un chemin p est dit
“chemin V; — Vs, 7 si son sommet de début est dans V; et son sommet de fin est dans
Vs. De plus, si les seuls sommets de p appartenant a V; U V, sont ses sommets de
début et de fin, alors p est dit “chemin direct V; — V5" .

— Dans un graphe orienté G(V, &), deux sommets v; et v; sont dit fortement
connectés s’il existe un chemin de v; a v; et un chemin de v; a v;. Cette relation
de forte connectivité est une relation d’équivalence. Chaque classe d’équivalence de
cette relation est dite “composante fortement connexe” de G(V, &) et est notée Cl(v;)
(Murota, 1987).

— Succ(v;) est 'ensemble de successeurs de v;, i.e. il existe un sommet v; tel
qu’il y a un chemin {v;} — {v;}.

— Pred(V7) est 'ensemble de prédécesseurs de tout élément v; dans V74, i.e. pour
tout sommet v; € V7 il existe un chemin {v;} — {v;}.
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— Dans un graphe biparti, #(V;,Vs) est le nombre maximal d’arcs disjoints dont
les sommets de début sont dans V; et les sommets de fin dans V5.

— Un couplage dans un graphe biparti B(V ',V ™, &g) est un ensemble d’arcs
Eam C Ep tels que tous les arcs de ¢ sont disjoints. Un couplage est dit complet
si sa cardinalité est maximale et égale 2 (X, X~ UY ") = card(X™) pour le
probleme d’observabilité.

— Considérons un couplage complet £x4 C Ex. Chaque couplage complet £ est
associé & un graphe biparti non orienté noté By (V*', V™, Ep) ol (vi,v;) € € &
(vi,v;) € Eg or (v;,v;) € Enm. Notons par S (resp. S;) I'ensemble des sommets
dans V" (resp. dans V' 7) non couvert par les arcs appartenant a & .

— Le graphe biparti B(V ™,V ™, &) peut étre décomposé en composantes irré-
ductibles et uniques partiellement ordonnées en utilisant la décomposition Dulmage-
Mendelsohn (DM). Cette décomposition est utile pour déterminer les arcs n’apparte-
nant a aucun couplage complet. Elle est décrite dans (Dulmage, Mendelsohn, 1958;
Murota, 1987).

2.3. Conditions graphiques pour les propriétés structurelles

La validité des propriétés structurelles d’un systeme linéaire nécessite la vérifica-
tion de certaines conditions graphiques. Parmi ces conditions, deux sont nécessaires
pour la validité de plusieurs propriétés structurelles. Il s’agit des conditions de connec-
tivité et de couplage complet. Pour des raisons de clarté, nous ne nous focalisons que
sur ces deux conditions. Le lecteur trouvera plus de détails dans (Dakil, 2014).

2.3.1. Condition de connectivité

La condition de connectivité entre les ensembles V; et V5 se traduit par 1’existence
d’un ou plusieurs chemins entre tous les sommets v; € Vi, avec V3 C V, dans le
graphe orienté G(V, &) et au moins un sommet de V5 C V par un chemin valide.
La condition de connectivité entre les ensembles V; et V5 est notée CC(Vy, V2) et la
condition de connectivité du sommet v; € V; a V5 est notée Con(v;). A (resp.V) re-
présente ’opérateur logique “ET” (resp. “OU” ). L’expression booléenne CC(V1, Va)
s’écrit alors :

CcCC(Wn,Va) = /\ Con(v;) )

vi,EVL

La connectivité Con(v;) dépend soit de la connectivité directe de v; vers V5 notée
Cong(v;) (sans passer par un sommet de sa composante fortement connexe) soit a
travers un sommet v; € Cl(v;) de la méme composante fortement connexe de v;.

Con(v;) = Cong(v;)V

\/ \/ /\ (Vg,V;C) A C’ond(vj)

v;€Cl(xvi)\{v:} \p;echemins direct v;—v; \(Ve,VE)u, €P;
3)
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olt Cong(v;) est la connectivité directe de v; vers V5 sans passer par les sommets
appartenant a Cl(v;). Cong(v;) est donnée par I’équation suivante :

Cong(v;) = \/ (vi,ve) ACon(vy) 4)
vi€Suceq(vi)\Cl(v;)

ol vy est un élément de I’ensemble V. Dans le cas ou v; n’est le prédécesseur d’aucun
élément de V2, i.e. v; & Pred(V3), alors Con(v;) = 0 et Cong(v;) =0

Le principe fondateur de I’équation 3 est de rechercher une connectivité entre V;
et V5 de proche en proche. Soit un élément v; est connecté directement & V5 soit il est
connecté au travers d’un élément de sa classe soit en passant par un autre élément v;
pour rejoindre V5.

2.3.2. Condition de couplage complet

La condition de couplage complet pour I’ observabilité consiste a avoir un nombre
d’arcs disjoints dans le graphe biparti B(V*,V ™, Eg) égal a la dimension du vec-
teur VT (e.g. observabilité) ou au vecteur V™~ (e.g. commandabilité). La condition de
couplage complet entre I’ensemble V't et I’ensemble V™ est notée MC(V ™,V 7).

Dans le graphe biparti B(V*', V™, Eg), £ est un ensemble d’arcs et ne contient
que les arcs de la méme classe aprés la DM décomposition de B(V, V™, £z). Seuls
les arcs appartenant & £* peuvent étre utilisés dans un couplage complet et donc
MC(V*, V™) ne dépend que des arcs appartenant a £*.

La condition de couplage complet peut donc s’écrire comme suit :

MC(V*, V™) = Exp(V",E") ®)

FExp est une expression booléenne récursive. Pour déterminer un couplage com-
plet dans le graphe biparti, Exp consideére un arc dans £ puis s’appelle elle-méme
en fonction des autres arcs disjoints avec 1’arc choisi. Son prototype Exp(W, E) est
donné par 1’équation suivante :

ExpW,E)= \/  ((v{,vi)AExp(W\ {v]},
~vivi)eE
F WALV ENA, vi)lviy € Suce(vi) Y U{(v{,vi)[x; € Pred(vi)})))

Q)
ol W est un ensemble de sommets, F est un ensemble d’arcs et f(W, E) est la fonc-
tion qui calcule la DM décomposition du graphe biparti B(V", V™, E) et qui retourne
les ensembles d’arcs intra-classes. v, et v, sont des €léments de I’ensemble V.

Quand I’ensemble W contient un seul sommet v;', I'expression Ezp(W, E) =
Exp({v;}, E) est donnée par :

Exp({vi}.B)=\/  (vi.v) @

(viwvi)eE

i
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Le principe exploité ici est de recherché dans un graphe bipartite un nombre de cou-
plage équivalent au nombre d’éléments dans V*. Pour cela, en choisissant un arc
reliant un élément de V' a V'~ alors tous les arcs partant de cet élément de V'
deviennent inexploitables. Le graphe est réduit aux nceuds et arcs utilisables pour re-

chercher un nouvel arc liant V™ a V'~ jusqu’a épuisement des nceuds source dans
V.

Ainsi, I’observabilité d’un systeme X5, par exemple, nécessite la vérification des
conditions de connectivité CC(X,Y') et de couplage complet MC(X T, X~ UY )

Obsy, = COp(X,Y)ANMCp(Xt, XUY")

De la méme facon, en inversant le sens des arcs, la commandabilité d’un systeme
Y5 nécessite la vérification des conditions de connectivité CC'(X, U) et de couplage
complet MC(X~,UTUX™T):

Cmd = CO(X,U) A MC(X~, Ut UX™H) )

3. Analyse fiabiliste par les réseaux d’activités stochastiques

La modélisation physique d’un systéme et la mise en équation des relations de
cause a effet de celui-ci permettent d’établir son modele d’état structuré comme in-
diqué dans la section précédente. Dans ce modele, aux parametres «; des matrices
A, B et C (et donc les arcs correspondants dans le graphe) sont associés des compo-
sants physiques du procédé lui-méme (matrice A), de ses actionneurs (matrice B) et
de ses capteurs (matrice C') qui assurent la relation causale. La défaillance d’un de ces
composants peut invalider un arc et avoir un impact sur la satisfaction des propriétés
étudiées (Dakil, 2014; Maza et al., 2012).

L approche proposée dans cet article se décline en deux étapes principales. Dans
la premiere étape, I’analyse structurelle identifie les éléments des matrices A, B ou C
qui sont nécessaires a la validité de la propriété étudiée (cf. Section 2). Une expres-
sion logique basée sur I’existence des arcs est fournie puis traduite en une expression
d’état des composants. Dans la seconde étape, qui fait 1’objet de cette section, nous
proposons de construire un modele dynamique permettant de simuler une multitude
de scénarios dans lesquels des événements représentants 1’état défaillant des compo-
sants essentiels précédents seront générées de facon aléatoire. Ce modele permettra
de quantifier la fiabilité et la disponibilité des propriétés structurelles par la simula-
tion. Ce modele prendra également en compte des procédures de tolérance aux fautes
comme la redondance, le diagnostic et la maintenance.

L’outil de modélisation choisi est les réseaux d’activités stochastiques ou RAS.
Ce choix se justifie par la capacité de cet outil a modéliser des comportements dy-
namiques déterministes et aléatoires de facon simple et compacte en comparaison a
d’autres outils dynamiques comme les automates.
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3.1. Les réseaux d’activités stochastiques (RAS)

Les RAS sont une extension des réseaux de Petri (RdPs) classiques et sont assez
proches des réseaux de Petri stochastiques généralisés (RAPSG). Ce formalisme a été
introduit au milieu des années 80 pour 1’évaluation des performances des systemes
complexes (Mogavar, Meyer, 1984).

Cette section donne la définition formelle des RAS et les concepts associés (Mo-
gavar, Meyer, 1984).

Définition formelle Un réseau d’activités stochastiques RAS est un quintuple
RAS = (RA, po,C, F,GQ), avec :
l. RA=(P,A,1,0,v,7,t,0) un réseau d’activité (RA) tel que :
- P estl’ensemble des places et A est I’ensemble des activités qui sont 1’équi-
valent des transitions pour les RdPs.

- I est un ensemble fini de portes d’entrée et O un ensemble fini de portes de
sortie reliant respectivement des places d’entrée ou de sortie a une activité.

-y : A — Y est la fonction qui spécifie pour chaque activité a € A le
nombre 7(a) de possibilités d’accomplissement de celle-ci appelés cas de probabilité.

- 7 : A = {Temporisée, Immédiate} est une fonction qui spécifie si une
activité est temporisée ou immédiate.

- ¢: I — Aestlafonction qui associe chaque porte d’entrée a une activité via
un arc.

-0:0 = (a,¢)]a € Aetc € {1,2,...,7v(a)} est la fonction qui associe
chaque porte de sortie a un cas de probabilité c de 1’activité a associée.

2. up est un marquage initial du réseau pour lequel le RA est stable.

3. Co:pux{1,2,...,7(a)} — [0, 1] est une fonction de distribution de probabilité
attribuée aux cas de probabilité ¢ d’une activité a pour un marquage donné y; des places
d’entrée et de sortie de I’activité a.

4. Fy : M, x R™ — [0, 1] est la fonction qui affecte pour chaque activité tempori-
sée a et pour un marquage donné ;. € M, des places d’entrée de a et, une distribution
de probabilité associée a la durée de temporisation 7, € R™ de Iactivité a.

5. Gy : M — 2M est la fonction de réactivation qui indique 1’ensemble des
marquages de réactivation d’une activité a valide.

Les RAS sont similaires aux RdPs classiques, avec quelques éléments supplémen-
taires comme les portes d’entrée, les portes de sortie et les places étendues (cf. Figure
2). Ces éléments donnent plus de possibilités dans la modélisation. En effet, les portes
permettent de réaliser des opérations plus sophistiquées sur les marquages. Quant aux
places étendues, elles sont similaires aux places colorées dans les RdPs colorés (San-
ders, Meyer, 2001).

Une porte d’entrée d’une activité se caractérise par deux fonctions : le prédicat
et la fonction d’entrée. La fonction de prédicat définit les conditions de marquage de
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ses places d’entrée qui valident cette porte et I’activité associée. La fonction d’entrée
définit le changement de marquage que subiront les places d’entrée de la porte lorsque
I’activité associée se réalise. La porte de sortie se caractérise par une fonction : la
fonction de sortie. Cette derniére permet de définir le nouveau marquage des places
de sortie de I’activité apres sa réalisation.

Place1 Cas1
Places
e | > d

|
Place2 orte_Entree Activ_Tempo Porte_Sortie1 Place4 Activ_Instan

Cas2

Piace3 Placeé

Figure 2. Exemple d’un réseau d’activités stochastiques (RAS)

3.2. Approche de modélisation par les RAS

Comme expliqué précédemment, le but est de construire un modele RAS permet-
tant de simuler I’ occurrence aléatoire d’événements e;, modélisant la suppression d’un
arc o; dans le(s) graphe(s) suite a I’occurrence de défaillances sur certains composants
physiques du systeme. On ne s’intéressera pas a ces défaillances directement, mais
plutdt a une des conséquences possibles, ici I’annulation des parametres associés et
impliquant la suppression d’arcs. On suppose qu’une analyse préliminaire du systeme
permettra d’établir ce lien entre les défaillances physiques et leurs conséquences, mais
celle-ci ne fait pas 1’objet de cet article.

Dans cette section, I’approche de modélisation systématique et modulaire des sys-
témes tolérants aux fautes par les RAS proposée dans (Maza, Petin, 2012) sera utilisée
pour 1’évaluation de la fiabilité et la disponibilité des propriétés structurelles. Cette
approche, adaptée a I’étude actuelle, est décrite ci-apres.

3.2.1. Modélisation des composants physiques

Un composant physique C} a états binaires peut étre modélisé par une paire de
places (C,?k, C’,ﬁ(") ol un jeton dans la place C’,?k (resp. C’,ﬁ(") signifie que le com-
posant C), est opérationnel (resp. défaillant) comme indiqué sur la figure 3. Le mar-
quage de ces places vérifie M (CP*) + M (CE°) < 1 et initialement M (CP*) = 1 et
M (C{°) = 0. Ces deux places sont reliées via une activité temporisée, Dé faillancey,,
dont la temporisation suit par exemple une loi exponentielle de parametre Ay, qui est
le taux de défaillance de C). A une date aléatoire tirée selon la loi de distribution
de I’activité Dé faillancey, le jeton passera de la place C,? ka C’;f ¢ pour modéliser
la défaillance. Si le composant est réparable, I’action de maintenance sera modélisée
par une autre activité temporisée qui aura pour place de sortie la place Cko ¥ dans ce
modele élémentaire. Cette action permet de remettre en service le composant réputé
défaillant (jeton dans la place C,? *). Dans cet article on s’intéressera aux événements
représentant I’annulation des parametres des matrices de I’équation d’état du systeme
au lieu des défaillances de composants. Ainsi, le module élémentaire de la figure 3
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Défaillunce,

Figure 3. Modélisation d’'un composant physique par les RAS

sera utilisé pour modéliser 1’occurrence d’un événement e; représentant I’annulation
d’un parametre o; dans les matrices A, B ou C (cf. eq. 1). Un tel événement peut
avoir lieu suite a la défaillance de certains composants physiques du systeme. La non-
occurrence d’un événement e7 est modélisée par la place ei_/N et son occurrence par
la place ei. Cette derniere est la place de sortie d’une activité temporisée Occ; modé-
lisant I’instant d’occurrence de e;. Cette temporisation est aléatoire et peut suivre une
distribution de probabilité quelconque.

3.2.2. Modélisation de la redondance matérielle et du diagnostic

Un des intéréts de calculer les éléments qui sont essentiels aux propriétés struc-
turelles est de permettre d’identifier les éléments importants sur lesquels doivent étre
concentrés les efforts pour préserver au mieux les propriétés. Ces efforts peuvent pas-
ser par le choix de composants hautement fiables, ou encore par la mise en place de
procédures de tolérance aux fautes comme la redondance matérielle et la reconfigura-
tion.

Pour les procédures de tolérance aux fautes, un composant de secours sera
modélisé comme un composant physique ordinaire par une paire de places
(Pge’fmws, Pé{e‘éows). Toutefois, le marquage initial dépendra de la politique de re-
dondance employée :

— My(P§k,.,.) = 1silaredondance est active.

- My(PSE,...) = 0silaredondance est passive.

Ici on ne modélisera pas les composants physiques de secours directement, mais le
parametre qui leur est associ€ o et redondant & «; , ainsi que I’événement e (i.e.
représentant ’annulation de «). Cet événement sera modélisé de la méme maniére
qu’un composant physique en redondance passive ou active. Celui-ci aura lieu si cer-
tains composants de secours sont défaillants et annulent le parametre associé comme
vu dans la section 3.2.1.

La redondance passive nécessite la mise en place d’une procédure de diagnostic
permettant de détecter et de localiser le défaut. Ceci permettra d’enclencher une pro-
cédure de reconfiguration matérielle (Maza, 2012). Cependant, le diagnostic de défaut
peut &tre imparfait (fausse détection/Manque a la détection) puisqu’il repose sur un en-
semble de parametres tels que le seuil de détection ou les caractéristiques du systeme.
Cela a un impact sur des actions comme la reconfiguration et par voie de conséquence
sur la fiabilité et 1a disponibilité des propriétés structurelles. Ainsi, le diagnostic pour-
rait étre pris en compte du point de vue de ses performances et sa capacité a détecter
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correctement un défaut. Celle-ci sera exprimée par une probabilité de bonne détection
qu’on notera T'auxD.

Dans le cas d’une redondance passive avec diagnostic, la performance du diagnos-
tic est modélisée par une activité temporisée représentant I’occurrence de 1’événement
indésirable et ayant deux cas de probabilité (figure 4) :

Redondance passive

ez N Occurf!

el N

O
Mangue & la détection

Ogert &
Diagnostic

Figure 4. Modules RAS du diagnostic et la reconfiguration

— Le Cas 1 a une probabilité égale a T'aux D caractérisant la bonne détection ainsi
que la reconfiguration vers 1’élément de secours en redondance passive.

— Le Cas 2 modélisera le manque a la détection et 1’échec de la reconfiguration
avec une probabilité égale a (1 — T'auz D).

3.2.3. Modélisation des opérateurs logiques

Les modules RAS des différents éléments nécessaires aux propriétés structurelles
peuvent étre connectés les uns aux autres moyennant des activités et selon des opé-
rateurs logiques de type ET/OU. L’opérateur ET peut étre modélisé par une activité
ayant plusieurs places d’entrées. Ainsi, 1’activité sera valide uniquement si toutes ses
places en amont sont marquées. L’ opérateur OU peut étre modélisé par plusieurs acti-
vités ayant chacune une place d’entrée modélisant un événement impliqué dans cette
relation logique. L’ensemble de ces activités possede une place de sortie commune
qui représente le résultat de cette opération logique. Cette derniere sera marquée des
qu’une des activités précédentes se réalise (figure 5). L’ approche de modélisation pro-

oceUr? oceurt af

(e, noe,) (e, v e,)

ez N 2z N

aceur? [lualVlpry ez

Figure 5. Module RAS des opérateurs logiques ET/OU

posée ici est modulaire et générique. Elle permet une construction aisée et systéma-
tique des modeles RAS. Elle a une complexité polynomiale puisque le nombre de
places et d’activités du modele est proportionnel au nombre d’éléments essentiels a
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la propriété structurelle. Cela représente un avantage significatif par rapport a 1’uti-
lisation d’autres formalismes de modélisation tels que les automates et chaines de
Markov. En effet, I’utilisation de ces derniers implique des opérations de composition
synchrone entrainant une explosion du nombre d’états par rapport au nombre d’élé-
ments essentiels.

L’ approche sera donc utilisée pour développer des modeles RAS pour 1’évaluation
de la fiabilité et la disponibilité des propriétés structurelles. Une simulation de Monte-
Carlo du modele RAS permettra 1’évaluation quantitative des parametres de SAF des
propriétés structurelles.

La section suivante illustre cette approche de modélisation et d’analyse sur un cas
d’étude par simulation.

4. Cas d’étude

Pour ce cas d’étude a vocation illustrative, nous avons choisi un systeme de po-
sitionnement de 4 chariots M1 a M4 modélisé sous la forme d’un systeme masses-
ressorts. La mission du systeme est I’asservissement de position des 4 chariots. Pour
cela, la commandabilité est une propriété nécessaire. Si une défaillance survient (e.g.
rupture k1, ¢1), il pourrait y avoir en conséquence la perte de la commandabilité et
donc impossibilité d’asservir le systeme. Cela entraine I’échec de la mission assignée
a ce systeme.

4.1. Description du systeme

Soit le systeme masses-ressorts illustré par la figure 6. Ce systeéme est composé
de 4 masses My, Ms, M3 et M, repérées par leurs positions p1, pa, p3 et py et de
valeurs de masse mq, mo, ms et my. Les 4 masses sont reliées en série par 3 ressorts
dont les coefficients de raideur sont respectivement k1, ko et k3 et les coefficients de
frottement visqueux sont respectivement cj, co et c3. Le systeéme est excité par des
forces F; exercées par des actionneurs (moteurs) A; et agissant sur My, Mz et My.
Les positions ps, p3 et p4 sont mesurées par des capteurs .S;. L’analyse de ce systeme

I':; ll

k Bl e b [
: - \A— AV —] W ——
F—f M1 o M2} M3f o M4
I I
1 ®) Cy
P1 - P2 | P3 = P4 -

Figure 6. Systéeme masses-ressorts
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masses-ressorts permet d’obtenir les équations linéaires suivantes :

mipr = —kip1 — c1p1 + kipa + c1p2 + AL Fy

mafia = kip1 + c1pr — (k1 + k2)p2 — (c1 + c2)p2 + kaps + cops

maps = kapa + capa — (k1 + k2)ps — (1 + c2)ps + kaps + c3pa + A2F3

maps = k3ps + c3ps — kaps — c3pa + AsFy

)

Dans cette section, nous nous intéressons a 1’étude de la commandabilité de ce systeme
linéaire. Ainsi, il n’est pas nécessaire de prendre en compte I’équation de sortie du sys-
teme. Nous considérons donc le vecteur d’état X = (py, p1, D2, P2, D3: D3, Pa, Da) ™
(X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7,Xg) " et le vecteur d’entrées U = (Fy, F3, Fy)T ie. U =
(a1, ug,u3)”. L’équation 9 peut s’écrire sous la forme matricielle :

1 0 o 0 0 0 0 0 0 T1
.%:2 (6] s [6 7] (0% 0 0 0 0 X2
T3 0 0 0 Qg 0 0 0 0 T3
T4 _ a7 ag a9 oo a1 oz 0 0 T4 n
.1:5 0 0 0 0 0 13 0 0 Is5
Te 0 0 o4 o135 o1 o17 Q18 Q19 Te
T7 0 0 0 0 0 0 0 a2 T7
T's 0 0 0 0 Q21 (22 (23 Q24 s
0 0 0
Q25 0 0
0 0 0 u
R B ( up ) (10)
0 Q26 0 s
0 0 0
0 0 a7

ol les o; dépendent des parametres physiques du systeme i.e. m;, ¢; et k;.

Le graphe orienté représentant ce systéme, en ne tenant compte que de 1’équation
de commande (cf. eq. 10) est donné a la figure 7.

4.2. Etude de la commandabilité totale de I’état

Comme présenté dans la section 2, la commandabilité totale de 1’état d’un sys-
teme linéaire nécessite la vérification de deux conditions graphiques élémentaires :
conditions de connectivité et de couplage complet. Elle est donnée par I’équation 8.



438  JESA. Volume 49 —n° 4-5/2016

Figure 7. Graphe orienté associé au systeme pour I’étude de la commandabilité

4.2.1. Condition de connectivité

Pour le calcul de la connectivité CC(X, U), nous utilisons 1’approche présentée
dans la section 2. La condition de connectivité entre X et U peut s’exprimer de la
maniére suivante :

CC(X,U)= J\ Con(x:) (11)

x;€X

Nous calculons d’abord la connectivité directe Cong(x;) de chaque élément x; € X
sachant que pour ce systeme, tous les éléments x; € X appartiennent a une seule et
unique composante fortement connexe. Ainsi, il vient :

Cong(x1) = faux Cong(xs) = faux
C’ond(x2) = (ul,X2) C’ond(xe) = (U2,X6)
Cong(x3) = faux Cong(x7) = faux
Cong(x4) = faux Cong(xs) = (us, Xg)

Le sommet x; peut étre connecté a U a travers Xo, X3, X4, X5, X¢, X7 OU Xg. L' ex-
pression Con(x1) est donc un “OU” logique entre sa connectivité directe C'ong(x1)
ainsi que les expressions assurant la connectivité entre x; et U a travers les différents
sommets de sa composante fortement connexe. Par exemple, la connectivité entre x;
et U a travers X est :

xg2 : Cong(xa) A (x2,X1)

et la connectivité entre x; et U a travers x3 est :

a5 Conafoxa) v ((xa32) A (xx0) ) v (ca0) s ) 1 (x|
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Cette équation explicite soit une connectivité directe de x3, soit une connectivité a x,
a travers o, soit la connectivité a x| a travers x4 et xo.

De cette maniére, nous calculons C'on(x;). Selon I’expression 11, la condition
CC(X,U) est donnée par :
CC(X,U) = (x2,%x1) N (X4,%3) A (X6,X5) N (Xg,X7)A\

((ul,xZ> A Gz x0) A (i) 1 (12, 0) ¥ <x87x6>))v
((us’ xg) V (e, XS)) A ((ul»XZ) A (uz,xg) A (X6, X4)> v

((X4,X2) A (uz,xg) A (XGaX4)) v <(u1’x2) A oxz,xa) A (X47X6)>>>
(12)

4.2.2. Condition de couplage complet

Le développement de la condition de couplage complet est effectué sur un graphe
biparti. Pour ce systéme, le graphe biparti associé a ce systeme pour I’étude de la com-
mandabilité est donné a la figure 8. Dans ce graphe biparti, nous avons 5 composantes

XZ- Xl- X4- Xa- XG- XS- X8- X7-

+ + + + + Ut + + Xt + +

Figure 8. Graphe biparti associé au systeme
de Dulmage-Mendelson (V, Vi, Vb, V3, Vy), et plusieurs arcs reliant deux sommets

de composantes différentes ne sont pas considérés dans notre étude. Par conséquent,
nous considérons le graphe biparti sur la figure 9 avec 1’ensemble d’arcs £*. Calcu-

- TTTEEEEEEEEEEEEEEEES SorTY tTY TY 17T
I X Xy X Xg VXX XX
| : (ot 7o gl
| ! LI I O I
I ! LI T T L I B
I ! U I O B
I\ + + + u,t + X7+ +] I +I I +I I +I I +I
SN s Bk X kel
Ve, Vy V, Vs v,

Figure 9. Graphe biparti associé au systeme apres la DM décomposition

lons maintenant 1’expression booléenne MC (X, U U XT) = Exp(X~,£*). Le
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développement de 1’expression Fxp(X ~,Ep) peut commencer par la connexion de
x4 4 V™. 1l vient :
Exp(X~,€s) = ((u;xS‘) A Bap({x1 x5 %5 x5 x5 X7 x5 1,86\ {(u5,x5), <x¢,xg>}))v
((x?x;) A EBap({x1 %5 %5 X0 0 %5 0 %g %7 1 €8\ {(ug x5 ), (cf x5, (xi,xa}))
REMARQUE 2. — L’ordre de traitement des sommets X; est arbitraire. Le résultat

final i.e. I’expression booléenne Exp(X~,Ep) est toujours la méme quelque soit
I’ordre de traitement des sommets X,

;.
En suivant la récurrence, nous obtenons 1’expression booléenne de la condition de
lien complet donnée par :

MC(X™,UTUXT) = (xF, %) A (] %x5) A (x5 %5) A (e, %7)
A<<(<u;,xg> Vot x5)) A ((<x;,x6> v (ufxq) V6, x5 ) A
(e xi) v o) A (x5 v 6o ) v <x;,x;>)>v %)

(i) 2 Gcfox)) A () v ox3) )
(<x1tx4> A ((at o) v e x)) A (G xg) v (u;,xw))))

A partir des équations 12 et 13, nous pouvons écrire I’expression de C'md selon
I’équation 8. Il vient :

Cmd = (X2,%x1) N (X4,%3) A (X6,X5) A (X5, %7) A (u3,x5) A (U1, X2)

A(x1,%x4) A | (u2,%6) V (X7,%6) (1

Les arcs de I’expression C'md peuvent lié€s aux parameétres o; des matrices A et B
et aux composants physiques assurant ce lien. Ainsi, il vient :

Cmd = a1 AN ag A aqz A agg A oy A cios A aep A (a%Valg) (15)

Cette derniere expression permet I’étude des parametres de stireté de fonctionnement
de cette propriété structurelle.

4.3. Analyse de la siireté de fonctionnement

Plusieurs modeles RAS ont été développés afin d’étudier la fiabilité et la disponi-
bilité de la commandabilité en intégrant aussi bien les redondances matérielles que les
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performances du diagnostic. Deux modeles RAS permettant I’analyse de la fiabilité
sont donnés a la figure 10.

Le premier (figure 10.a) permet d’évaluer la fiabilité de la commandabilité par la
simulation. Quant au second (figure 10.b), il prend en compte en plus la redondance
passive et le diagnostic de défaut (cf. section 3.2.2). La place NonC'trb modélise
la perte de la commandabilité suite a I’occurrence de certains événements. Tous les
modeles RAS sont développés sur la plateforme logiciel Mobius.
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(a) Systéme avec sa structure de base (b) Systeme avec une structure redondante et diagnostic

Figure 10. Modeéles RAS pour I’évaluation de la fiabilité de la commandabilité

Lhypothese est faite que I’occurrence de chaque événement e; modélisant 1’an-
nulation d’un parametre «; suit une loi de distribution exponentielle de parametre \;,
dont les valeurs sont reportées dans la Tableau 1.

Tableau 1. Taux de défaillances associées aux éléments
essentiels a la commandabilité

Taux )\1 )\6 /\13 /\20 )\27
Val.en (u.t)"* | 107% [2.107% | 3.107% [ 4107* | 2.107*
Taux )\25 )\7 /\26 /\18
Val.en (u.t)* [ 3.107% [ 2.107* | 8.107% [ 9.107*

Des simulations de Monte-Carlo (MC) sont conduites sur les modeles RAS (cf.
figure 10) afin de faire une évaluation quantitative de la stireté de fonctionnement de
la propriété de commandabilité du systeme.

Le principe des simulations MC en slireté de fonctionnement consiste a simuler un
grand nombre de fois le comportement dynamique des composants d’un systéme, afin
d’évaluer ses parametres FMDS (Lasnier, 2011). La simulation d’un scénario possible
est appelée une histoire. Plus le nombre d’histoires simulées est grand, meilleure sera
la précision des résultats. Deux criteres d’arrét sont possibles : le nombre maximal
N d’histoires & simuler et la précision atteinte par les résultats des simulations.
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Cette précision s’exprime par un intervalle de confiance et un niveau de confiance. Le
niveau de confiance donne la probabilité désirée pour que la valeur exacte de la va-
riable mesurée soit a I’intérieur de 1’intervalle de confiance autour de la valeur estimée.
Ici, le nombre maximal d’histoires simulées est 50 000 avec un niveau de confiance
99 % et intervalle de confiance de +5 %. Cela signifie que 99 % des résultats obtenus
doivent étre contenus dans 'intervalle +5 % autour de leur valeur moyenne.

4.4. Etude de la fiabilité de la commandabilité

4.4.1. Comparaison calcul théorique et par la simulation

La fiabilité de la commandabilité sur un horizon de fonctionnement de 3 500 uni-
tés de temps (ut) évaluée par la simulation et par le calcul exact sont illustrées a la
figure 11. Celle-ci indique que les deux courbes sont confondues ce qui montre la
bonne précision du calcul par la simulation MC.

L’observation de la courbe de la fiabilité montre que celle-ci décroit tres vite avec
le temps. En effet, a 'instant ¢ = 500 u.t, la fiabilité de la commandabilité est d’en-
viron 38 % seulement. C’est-a-dire qu’au bout d’un temps de mission égale a un cin-
quieme du temps de mission globale, il y a une probabilité de 62 % que le systeme
devienne non contrdlable. Ce qui est, par hypothese, nécessaire a sa mission. En consé-
quence, la perte de controllabilité entraine la défaillance du systéme. Si le systeme a

T
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Figure 11. Evolution de la fiabilité de la commandabilité en fonction du temps

un temps de mission supérieur a 500 w.t, il est indispensable d’envisager des procé-
dures de fiabilisation des éléments essentiels a la commandabilité. Ceci pourrait se
faire en prévoyant des composants en redondance par exemple.
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4.4.2. Impact de la redondance

La redondance matérielle consiste a mettre en place des composants de secours.
Ceux-ci peuvent étre en redondance active, i.e. qu’ils fonctionnent en méme temps que
les composants principaux, ou en redondance passive i.e. en attente. Dans ce dernier
cas, ils seront sollicités suite a une opération de reconfiguration par exemple lors-
qu’une défaillance est détectée. On peut chercher a vérifier quelle politique de redon-
dance améliore vraiment la fiabilité et de combien celle-ci est améliorée par rapport a
une structure non redondante.

Pour notre étude, les deux types de redondance ont été modélisés a des fins de
comparaison. Les éléments redondants sont supposés avoir les mémes caractéristiques
fiabilistes que les éléments principaux qu’ils redondent. La fiabilité pour chaque type
de redondance est illustrée a la figure 12. Au vu de ces résultats, il est clair que I’amé-

1
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Figure 12. Evolution de la fiabilité de la commandabilité en fonction du temps
et de la politique de redondance

lioration est apportée par une redondance matérielle sur les éléments essentiels a la
commandabilité. En effet, a I’instant 500 u.t par exemple, la fiabilité est doublée puis-
qu’elle vaut 0,72 lorsqu’une redondance active est employée et 0,84 si redondance
passive. Ce résultat est conforme a I’attendu usuel. La figure 12 montre également
que la politique de redondance passive est la meilleure notamment lorsque la durée de
mission est plus élevée (=~ 1500 ut).

Ce résultat s’explique par le fait que les éléments redondants qui fonctionnent en
méme temps que leurs éléments principaux peuvent tomber en panne aussi souvent
que ces derniers contrairement a la redondance passive. Pour cette derniere, ils ne
seront sollicités que dans le cas ol I’élément principal est défaillant. Cela suppose
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donc la possibilité de détecter les défaillances sur les éléments principaux essentiels
a la commandabilité et que leur mise en fonctionnement ne soit pas un vecteur de
panne.

4.4.3. Impact du diagnostic

Dans le paragraphe précédent, il a été supposé que la reconfiguration matérielle
se faisait avec succes des qu’un élément principal est défaillant. Ceci suppose qu’une
fonction de diagnostic permet de détecter et de localiser les défaillances pour que la re-
configuration matérielle soit possible. Or, la fonction de diagnostic n’est généralement
pas parfaite.

La figure 13 montre les résultats pour la fiabilité de la commandabilité pour diffé-
rentes valeurs de la probabilité de bonne détection T'aux D du systeme de diagnostic.
Ces résultats montrent clairement que la fiabilité décroit avec la probabilité de bonne
détection. En effet, en pratique, la détection ne se fait pas toujours avec succes et au
bon moment, car cela dépend de plusieurs facteurs (Maza, Petin, 2012). La fiabilité
reste cependant meilleure que celle obtenue avec une structure non redondante. Pour
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Figure 13. Impact du diagnostic et de la redondance passive sur la fiabilité
de la commandabilité

décider quelle politique de redondance choisir, il faut comparer les deux politiques en
incluant explicitement les performances du diagnostic. En effet, I’hypothese consistant
a supposer que la détection et la reconfiguration se font avec certitude et instantané-
ment est optimiste. Elle constitue la borne supérieure sur la fiabilité qu’il est possible
d’obtenir avec une redondance de degré 1 (i.e. un seul élément de secours).



Fiabilité des propriétés structurelles 445

4.5. Analyse de la disponibilité de la commandabilité

Supposons maintenant que le systeme soit réparable et qu’une opération de main-
tenance corrective soit prévue a chaque fois que le systeéme perd sa propriété de com-
mandabilité. La figure 14 donne la valeur de la disponibilité instantanée de la com-
mandabilité en fonction du temps pour un systeéme sans et avec redondance passive.
Les performances du diagnostic y sont également incluses.

L’ analyse de la figure 14 montre aussi I’amélioration apportée par I’action de main-
tenance. En effet, plus le taux de bonne détection est élevé, plus des actions de mainte-
nance seront entreprises sur les composants défaillants afin de les remettre en service,
pendant que les composants redondants prennent le relais. Cela améliore la disponi-
bilité de I’ensemble. Il est a noter que nous n’avons pas introduit, pour des raisons de
clarté, d’autres parametres comme 1’efficacité de la maintenance ou les différents taux
de diagnostic mais ceux-ci peuvent étre intégrés facilement (Maza, 2015).

0.9
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Figure 14. Impact du diagnostic et de la redondance passive sur la disponibilité
instantanée de la commandabilité

5. Conclusion

Dans cet article nous avons développé un continuum entre I’analyse des systemes
continus et notamment de leurs propriétés et ’analyse des systemes a événements
discrets liés aux défaillances. La connaissance physique des systémes continus nous
permet de représenter sa structure par un graphe dit structurel qui traduit la causalité
des variables physiques.
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L’analyse de ce graphe permet de déterminer les conditions graphiques de satis-
faction de propriétés nécessaires pour 1’'usage des systemes continus comme la com-
mandabilité, 1’observabilité, etc. Par la connaissance de la relation entre les variables
physiques et les composants assurant cette relation, il est possible de donner automa-
tiquement les conditions de maintien de ces propriétés attendues sans en connaitre le
dimensionnement. Ainsi, cette analyse peut &tre réalisée au plus tot dans la phase de
conception.

L’identification des éléments essentiels pour la satisfaction des propriétés permet
I’analyse des propriétés de slireté de fonctionnement des systémes continus et de pla-
nifier toute action nécessaire pour le maintien des propriétés selon les attentes du client
(fiabilité, tolérance aux défaillances, disponibilité, maintenance, etc).

Plusieurs parametres de SAF peuvent étre évalués pour un ensemble de propriétés
structurelles selon I’exigence du client. Ainsi, la méthodologie proposée a I’avantage
d’étre modulaire et générique. Elle permet 1’analyse de différents parametres de SdF
et différentes propriétés structurelles. Elle permet également de prendre en compte des
procédures de tolérance aux fautes mises en place comme le diagnostic et la reconfi-
guration.

L’ analyse des parametres de siireté de fonctionnement par les réseaux d’activités
stochastiques est ici particulierement intéressante, car elle exploite directement les
résultats de I’analyse structurelle. Le modele RAS est alors construit de maniere sys-
tématique et permet 1’étude de nombreux parametres de la stireté de fonctionnement
sur la base du méme modele élémentaire.

Contrairement a des modeles markoviens, la construction des modeles RAS pro-
posés dans cet article a une complexité polynomiale proportionnellement au nombre
de composants essentiels aux propriétés étudiées.

Etant donné que I’approche d’analyse structurelle a également une complexité
po-lynomiale, le couplage entre ces approches continues et systemes a événements
discrets (SED) présentées dans cet article est particulierement adapté a I’étude des
sys-teémes complexes et de grande dimension.

Ce travail liant I’analyse structurelle et 1’analyse fiabiliste doit étre poursuivi par
la construction des liens directs entre la défaillance des composants et des parametres
a des équations d’état. Par ailleurs, d’autres parametres de siireté de fonctionnement
pourraient étre étudiés. Enfin, la méthodologie étant générique et de complexité poly-
nomiale, un passage a I’échelle est une perspective d’intérét.
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