1. algorithme art

1.1. idée générale et hypothéses

Le probléme est écrit sous la forme p = X f ol p est le vecteur
m x 1 contenant toutes les données, f est le vecteur n x 1
représentant I'image (2D ou 3D), et X est la matrice m x n de
projections. La matrice X caractérise completement la géométrie
d’acquisition. Chaque ligne de la matrice représente 1’équation
d’un rayon de projection. ART est un algorithme itératif de
résolution du systeme linéaire faisant agir une ligne de la matrice
alafois. Dans la version de base, 1'idée est de corriger la solution a
chaque itération de maniere a la rendre consistante avec I’équation
considérée a cette itération.

1.2. principe de la méthode

L'image est initialisée a f(). A chaque itération k, on ajoute
a I'image f*) un terme additif correctif ne dépendant que de
I’équation j. Lorsque la méthode est utilisée sans relaxation, la
correction est calculée de telle sorte que la j i¢me équation soit
satisfaite. Cette correction peut é&tre interprétée comme la rétro-
projection de 1’écart entre la projection mesurée et la projection
calculée.

1.3. description sommaire
de I’algorithme

On part d’une estimation initiale £(%), qui peut étre zéro ou une
image uniforme. Litération f(**t1) peut s’écrire matriciellement
sous la forme :

FOHD — p0) 4y, Dj _xjf(k) .
[lx412 /

ottj = k(modm) + 1, x; désigne la litme ligne de la matrice
X, ||xj|| sa norme euclidienne, Ay est un facteur de relaxation
compris entre 0 et 2. Le facteur de relaxation Ay, peut étre interprété
comme une pondération de la rétroprojection de 1’écart et permet
d’accélérer la convergence.

B. Méthodes algébriques

1.4. caractéristiques de la méthode

Cette méthode proposée intuitivement par Hounsfield et Gordon
correspond & la méthode de Kaczmarz sur le plan mathématique.
Lorsque Ay = 1, elle consiste a effectuer une suite de projections
orthogonales sur les hyperplans associés & chaque équation.
Lorsque le systdme admet au moins une solution, f(®) = 0 et
A varie dans [0, 2], I’algorithme converge vers la solution de
norme minimale. En pratique, une reconstruction acceptable est

souvent obtenue en 5 a 10 cycles.

1.5. implantation

L’algorithme ART est trés populaire en tomographie 2D. Les
calculs de base sont de type « projection » et « rétroprojection ». Il
est trés économique en colt de calcul du fait qu’a chaque itération
une seule ligne est utilisée a la fois (il est dit de type «row—
action »). Soit les coefficients intervenant pour une équation sont
calculés géométriquement a chaque itération, soit la matrice X
entiere est calculée une fois pour toutes pour une géométrie fixée.

11 a été appliqué pour la premiére fois a une reconstruction 3D dans
le cas d’une acquisition a partir de sources coniques se déplagant
dans un plan (extension de la tomographie classique) [3].

1.6. remarques complémentaires

L’algorithme ART est instable en présence de données bruitées.
Pour y remédier, Herman a proposé I’ utilisation d’astuces (lissage
de la solution entre 2 cycles, positivité...) qui s’apparentent a des
techniques de régularisation.

Il existe un grand nombre de variantes de ART : MART (ART
multiplicatif), ART2 (inclut la contrainte de positivité), ART3
(résout un systeme d’inégalités).
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2. algorithme art
par blocs

2.1. idée générale et hypothéses

L’idée est de résoudre le probléme de reconstruction 3D a partir de
projections coniques par une méthode itérative de type ART par
blocs. Au lieu de traiter un rayon de projection & chaque itération,
on traite tout un bloc de données, chaque bloc correspondant a
une projection conique entiére.

2.2, principe de la méthode

Le systéme est partitionné en blocs :

X1 P
X; | f=1 B
Xnm Py

ol P; représente une projection conique 2D, c’est-a—dire un
vecteur NP? x 1 (si la projection conique 2D est de taille
NP x N P), et X; la matrice de projection correspondante.

L’algorithme itératif est de la forme :
FERD =8 12, (P — X)) (1

ot j = 1+ k(mod m), §; est une matrice de relaxation
NP? x NP? et A\, un coefficient de relaxation.

2.3. description sommaire
de I’algorithme

A chaque itération, on « rétroprojette » 1’écart entre une projection
conique mesurée P; et la projection correspondante calculée
Xif (k). Cet écart est pondéré, d’une part par le coefficient de
relaxation A, et d’autre part par la matrice {;. Les opérations
de base sont donc comme dans ART, de type «projection » et
« rétroprojection ».

La méthode peut étre utilisée avec les contraintes suivantes :
positivité, bornes et support.
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2.4. caractéristiques de la méthode

Si le systeme est consistant, la convergence théorique de 1’algo-
rithme vers une solution, est prouvée lorsque :

Jim 1X: (1~ X, X}, u,) X, lla <1 )

La matrice Q; = (XjXJ?)*1 satisfait la condition de convergence,
mais est trés lourde a calculer. En pratique, nous avons utilisé :

QO = [diag(X;X})] ™ 3)

ol diag(XjX}) désigne la matrice diagonale, constituée par les
éléments diagonaux de XJX;

2.5. implantation

L’algorithme a été vectorisé et effectivement implanté sur un
calculateur vectoriel (CYBER 205, puis ETA10 de Control Data).
De par sa structure, il se préte bien a une implantation vectorielle.
L effort de vectorisation a porté sur des modules de calculs de
« projection » et de « rétroprojection » d’une projection conique.
I1 a été appliqué a des données simulées et des données acquises
sur le banc expérimental de GE CGR.

2.6. remarques complémentaires

Dans le cas de données bruitées, 1’algorithme peut présenter des
instabilités. Dans ce cas, I'utilisation de contraintes (positivité,
bornes, support) est particulierement importante.

La matrice ; = [tr(XjX]?)]_l ol tr(-) désigne la trace de la
matrice, a également été utilisée. Cet algorithme, appelé SMART
par blocs, converge plus lentement que 1’algorithme ART par
blocs, mais présente une meilleure stabilité.
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3. algorithme art
multirésolution
avec support

3.1. idée générale et hypothéses

I1's’agit d’une reconstruction d’objets a fort contraste, nécessitant
la définition d’une région de support (RDS) 3D contenant I’objet
a reconstruire, pour limiter les calculs a cette RDS. La méthode
utilise un schéma d’estimation multirésolution permettant d’ opti-
miser le temps de calcul, et n’exige pas de conditions particuliéres
sur la géométrie d’acquisition.

3.2. principe de la méthode

La méthode se décompose en deux étapes : la détection d’une
RDS contenant 1’objet d’intérét, suivie d’une estimation multi—
résolution de la densité des voxels contenus dans la RDS. On
note N; la résolution courante, avec N; = 2°. La résolution
finale est notée Ny, I’estimation multirésolution se faisant sur
les { résolutions entre Ny_; 1 et Ny. La RDS étant elle-méme
modifiée quand on passe d’une résolution & une autre, on note
RDS; la RDS 2 la résolution 7. Le vecteur—densité du volume i la
résolution ¢ est note f; et ne contient que les voxels de RDS;.

détection

3.2.1.

Les objets étant supposés a fort contraste, un simple seuillage des
projections permet d’isoler les objets du fond et de construire une
RDS initiale a basse résolution Ny_;;1. Un taux important de
faux positifs lors de cette détection initiale n’est pas génant, car
ces faux positifs seront éliminés progressivement lors de 1’étape
d’estimation.

3.2.2. estimation

Pour chaque résolution NV; avec f — {41 < i < f, on estime par
ART ou par MART la densité des voxels contenus dans RDS,;, en
utilisant une valeur initiale provenant de I’estimation f;_; obtenue
alarésolution précédente i — 1. Aprés estimation de f;, on élimine
de RDS;, les voxels de valeur trés faible, dont on suppose qu’ils
correspondent a des fausses alertes lors de la détection de la région
de support initiale.
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3.3. description sommaire
de 'algorithme

Le traitement complet d’une résolution N; s’ effectue en 3 étapes :

1) Estimation de f; par 1 ou plusieurs itérations d’ART ou de
MART, avec utilisation d’une contrainte de positivité sur f; et de
la contrainte de région de support RDS;.

2) Segmentation de RDS,; : on ne garde dans RDS; (et donc dans
fi) que les voxels supérieurs & un seuil donné.

3) Interpolation trilinéaire de f;, ce qui conduit & un volume de
résolution N,41, noté f2 , sera utilisée comme valeur initiale
dans I’estimation de f;, 1.

3.4. caractéristiques de la méthode

Efficacité : la méthode est bien adaptée aux objets «creux »
(arbres vasculaires opacifi€s, structures osseuses) car la place—
mémoire nécessaire et le temps de calcul sont uniquement fonc-
tion du nombre de voxels « pleins » du volume. Elle permet pour
de tels abjets des reconstructions réalistes en 5123 ou 10243,

Robustesse : bonne robustesse tenant a 'utilisation de I’ART.

Parallélisation : I’algorithme peut faire I’objet d’une parallélisa-
tion faible ou massive.

3.5. implantation

Cette méthode a été effectivement implantée sur station de travail
et sur super—calculateur parallele (Alliant FX2800, 8 processeurs).
Elle a été appliquée avec succes a des reconstructions vasculaires
a partir de projections soustraites (pi€ces anatomiques injectées :
ceeur et téte), a des reconstructions osseuses a partir de projec-
tions soustraites par double énergie (piéces anatomiques) et a des
reconstructions os + tissus mous (pieces anatomiques). Des re-
constructions correctes de structures filaires de 1 mm de diamétre
ont été obtenues.

Les résultats sont corrects a partir de 6 vues sur des structures
vasculaires simples (coronaires) et a partir de 15-20 vues sur des
structures vasculaires plus complexes (cerveau).
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4. tomosynthése
par sources codées de
rayons X (algorithme
de Kaczmarz)

4.1. idée générale et hypotheses

Cette méthode requiert une géométrie d’acquisition particuliére :
les sources de rayons X irradiant 1’objet sont disposées dans un
plan, selon une certaine distribution appelée « code », d’oli le nom
d’imagerie par sources codées de rayons X.

4.2, principe de la méthode

Le volume 3D est reconstruit coupe par coupe, ’objet étant
considéré comme un empilement de tranches d’épaisseur non

nulle :
N
F=> f (1)
z=1

Les tomogrammes 2D ainsi obtenus sont paralleles au plan de
sources et au plan de projection. L'ensemble des différentes
projections pg(x,y) constitue la projection codée p.(z,y) notée
De:

N
pc:ZRZ*fz+N 2
z=1
ol R, représente les réponses impulsionnelles du systeme as-
sociées aux différents plans de profondeur z de 1’objet, f, corre-
spond aux plans objets agrandis (contenus dans le plan de projec-
tion) et IV est un bruit additif.

4.3. description sommaire
de I'algorithme

~

La méthode consiste & reconstruire la coupe f; en convolant
I’image codée avec une fonction R} optimale pour ce plan :

fr=pe* B}, 3)
telle que
Ry+R,=6 )
N
ZRZ*R;JrN*R’:o (5)
iy
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Le premier terme de ’équation (5) représenie I’ensemble des
plans objets hors plan focal, i.e. situés de part et d’autre du plan
reconstruit, le deuxiéme terme représente la contribution du bruit.

La minimisation de (5) est implicite si1’on résout (5) par la méth-
ode de Kaczmarz qui garantit une solution R} a variance mini-
male.

La minimisation est explicite si I’on résout (4) et (5) simul-

tanément.

4.4. caractéristiques de la méthode

o Elle utilise une géométrie particuliere d’acquisition avec peu de
vues (4 a 25).

e C’est une méthode algébrique permettant la prise en compte de
contraintes (positivité, support, ...).

e Les fonctions Rj correspondent chacune & un plan de pro-
fondeur dans I’objet, elles dépendent de la forme du code et sont
indépendantes de I’objet a reconstruire.

e Le résultat s’obtient en 4 ou 5 jtérations.

4.5. implantation

La méthode a été mise en ceuvre pour reconstruire des fantomes
angiographiques 3D. Les domaines d’application privilégiés sont
larecherche de défauts en contrdle non destructif et I’angiographie
dans le domaine médical.

4.6. remarques complémentaires

On peut dupliquer la géométrie d’acquisition en réalisant deux
projections radiographiques codées a 90°, avec le méme code.
Ceci améliore nettement la reconstruction, car I’angle de vue est
beaucoup plus large.
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5. méthode SIRT
(Simultaneous lterative
Reconstruction
Technique)

5.1. idée générale et hypothéses

C’est une méthode itérative comme P'ART, mais au lieu de
procéder rayon par rayon, elle procede pixel par pixel.

5.2. principe de la méthode

En chaque pixel, toutes les mesures de projection correspondant
a tous les rayons passant par ce point sont calculées et sommaées.
Un facteur de correction est appliqué 2 la densité de ce pixel, ce
facteur est fonction de la différence entre les projections estimées
et les projections mesurées, soit :

ij >

(k) _ (k;]_) J passant par 4 J passant par ¢
FO = p

A >

J passant par ¢ 7 passant par ¢

X; .f(k“l)

ey

ott ||x; || représente la longueur du rayon numéro j et n2; le nombre
de pixels traversés par ce rayon.

La correction peut aussi étre appliquée de facon multiplicative,
soit :

> by X ay- fOU

j en passant par 1 ] en passant par i

> il >0

j en passant par ¢ j en passant par 7

FE gl

)

5.3. description sommaire
de Valgorithme

On part d’une estimée initiale f(°), qui peut étre une image

uniforme ou ’image obtenue par rétroprojection.

On répete a chaque itération 1I’opération définie par (1) ou (2).
Un facteur de relaxation peut étre introduit afin d’assurer une
convergence plus rapide.

5.4. caractéristiques de la méthode

C’est un algorithme qui comme 1’ART, peut s’adapter a toutes
sortes de géoméiries. Il est néammoins beaucoup plus long que
I’ART : intuitivement une itération de SIRT correspond environ
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a M itérations de I’ ART (M est le nombre de projections). Une
comparaison effectuée par Herman a montré que la convergence
du SIRT est beaucoup plus lente que celle des techniques ART {3
p-219].

5.5. implantation

L’algorithme a été€ proposé pour des applications & 2 dimensions.
Bien que le principe soit généralisable facilement a trois dimen-
sions, la lenteur de convergence est un frein important a I’ implan-
tation dans un cas purement 3D.

5.6. remarques complémentaires

On peut montrer que la méthode SIRT est un cas particulier d’une
minimisation par moindres carrés, oll la fonctionelle & minimiser
est de la forme :

Kf)=@-X)"Wip—Xf)+(f —fo) Walf —fo) (3)

ou W; et W) sont des matrices carrées pouvant s’ écrire sous la
forme générique suivante :

Wi =ad et Wy = bB 4+ cC~? ol a,bet ¢ sont des réels.

Le minimum de K peut étre trouvé grice a un algorithme itératif
de type Richardson, dont la récurrence est donnée par la formule
suivante :

(n)

SO = X [aCX A p ~ XF™) 4 (bCB + ) (fy — ™)

“)

La méthode SIRT est un cas particulier de (2) quand :
Wi=1 et Wo=20

Ainsi pour un probleme mal-posé, on peut introduire des infor-
mations a priori sans trop changer 1’algorithme, et ce de fagon
beaucoup plus générale que dans un algorithme ART [2]. Toute-
fois, en pratique, le choix du coefficient de relaxation n’est pas
simple, et il peut étre plus efficace d’employer une méthode de
gradient conjugué pour trouver le minimum de K {f).
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6. décomposition sur des
bases de fonctions
cylindriques

6.1. idée générale et hypothéses

La fonction f, qui est de support limité, est décomposée sur une
base de fonctions générées en coordonnées cylindriques, afin de
traduire mieux la forme de 1’objet, qui est le thorax. Les fonctions
de base sont choisies de fagon & pouvoir calculer analytiquement
leurs projections dans la géométrie choisie.

6.2. principe de la méthode

Dans le cas d’une géométrie ou la source de rayons X tourne
sur un cercle perpendiculaire a I’axe Oz du repere cylindrique
(O;r, p, z), les fonctions de base g; sont de 1a forme :

gi = Bi(r) Ti(4) Z4(2) ey
aveck € [1, K], 1 € [0,2L], g € [1,2Q — 1] et I € [I, 1],
avec I = K (2L +1){2M — 1). ¢ est indexé de la fagon suivante :
1 =k+[(¢—1)+1(2Q — 1)] K Les fonctions sont définies ainsi :

1 sifr—rgl <dp/2, rp = (k—~1/2)d,

Ry(r)= et d. résolution en r
0 ailleurs
cos (%l si { pair
Ti(p) =| _ (f ) e @
sin (3(1+ 1)) silimpair
1 si|z— 2z <ds/2, Zo(Q — q)d.,
Zg(2) = d,, résolution en z

0 ailleurs

L’ objet est donc décomposé en petites coupes (indicées par g),
dans lesquelles on découpe des couronnes (indicées par k), et
I’angle polaire est défini par ses coefficients de Fourier.

Soit f; le coefficient de décomposition de f sur g; et p} projection
numeéro j de la fonction g;, les coefficients f; sont choisis de fagon
a minimiser [’écart aux données Err soif :

m

I 2
Brr=7Y (pj - fz-p;'->
i=1

Jj=1
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La solution optimale est obtenue en inversant le systéme matriciel
suivant :
X'p = X'Xf, 3)

[ est le vecteur regroupant les I coefficients f;, et X une matrice
de M x I €léments X;; avec X;; = pj.

L’indexation de i est choisie de fagon a pouvoir transformer la
matrice X’X en une forme diagonale par blocs pour simplifier
Uinversion.

6.3. description sommaire
de l'algorithme

Il se décompose en plusieurs étapes :
— calcul des fonctions de base et de leurs projections,

— résolution du systeéme (3) en décomposant la matrice en blocs
indépendants.

6.4. caractéristiques de la méthode

La difficulté de la méthode est de trouver des fonctions de base
dont les projections sont facilement calculables, étant donné une
géométrie d’enregistrement. Ces fonctions doivent aussi traduire
les symétries du systeme afin de pouvoir décomposer I"inversion
en une suite de petites inversions (diagonalisation du systeme par
blocs).

6.5. implantation

Cette méthode a ét¢ implantée pour 'imagerie cardiaque dy-
namique 3D (la machine DSR de la Mayo Clinic), ou les po-
sitions des sources sont situées sur un cercle perpendiculaire a
I’axe de rotation du systéme. Cette méthode semble difficilement
généralisable a d’autres géométries d’enregistrement.
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7. décomposition
en voxels naturels
avec contraintes

7.1. idée générale et hypothéses

La méthode consiste a développer la fonction objet en une base
de fonctions adaptée a la géométrie d’enregistrement, pondérée
par une fonction poids traduisant les informations a priori. Toute
géométrie peut se modéliser dans cette approche.

7.2. principe de la méthode

En tomographie X, toute mesure de projection p; peut s’écrire
avec une trés bonne approximation sous la forme :

Py = / ) gir) dr m

olt g;(r) = 1, si r appartient a la zone qui contient les rayons
allant de la source X ala cellule du détecteur correspondante a la
mesure n°% et g;(r) = 0 en dehors. g; est appelé « voxel naturel ».
La fonction objet continue f est décomposée en une somme de
m fonctions, soit :

m
) =" fi 95(r)w(r) @
j=1
ol w(r) est une fonction poids qui est aussi proche de U'objet
que possible, étant donné les informations a priori disponibles
(contrainte de support, informations de densité).
En reportant (2) dans (1), on obtient un systéme linéaire reliant les

données p au vecteur de m inconnues f, qui sont les coefficients
de f sur la base définie en (2) :

p = Hf ou H est une matrice symétrique de m x m éléments

H;; avec

Hy = [ () gy(r) wio) @

Quand w traduit une contrainte de support, H;; est donnée par
I’aire d’intersection des deux bandes d’intégration i et j, comprise
dans la région de support. Une fois, le systeme (3) inversé, la
fonction f{r) peut étre retrouvée en tout point en effectuant une
rétroprojection pondérée par w (cf. équation (2)).

7.3. description sommaire
de 'algorithme

L algorithme comprend trois étapes :
i) le calcul de la matrice H, en tenant compte des éventuelles

N

symétries. Il est & noter que H contient un grand nombre
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d’éléments nuls, qui n’ont pas besoin d’étre stockés, et que cette
étape peut étre faite une seule fois pour une méme géométrie et
un méme type d’objets,

ii) I’inversion de I’équation (3) par une méthode itérative proche
du gradient conjugué,

iii) la rétroprojection des coefficient f; pour retrouver f en tous
les points désirés.

7.4. caractéristiques de la méthode

Cette méthode permet de traduire exactement le principe de for-
mation d’images, et de relier & un ensemble de données discretes
une fonction f continue (sans passer par une discrétisation arbi-
traire de f). Son principe est trés général et peut s’appliquer a
toute géoméirie 2D et 3D. La solution de (3) est en fait la fonction
qui minimise une énergie de moindres carrés sur les projections,
cette énergie étant pondérée par les fonctions poids. Le support
de cette fonction est inclus dans le domaine ol w(r) est positif.
Une étude sur des reconstructions 2D a montré que cette méth-
ode permettait, dans le cas ol une contrainte de support était ap-
pliquée, d’estimer des fréquences spatiales de 1’objet qui n’étaient
pas transmises a I’enregistrement (cf. (2] pour une illustration de
ceteffet). Cette étude a également montré que la méthode était tres
stable en présence de bruit, la régularisation, dans notre mise en
ceuvre, s’opérant au moment de I’inversion en arrétant le proces-
sus apres un faible nombre d’itérations. La régularisation aurait
aussi pu se faire en rajoutant une constante positive sur la diago-
nale de H.

7.5. implantation

Cette méthode a été implantée :
— a deux dimensions dans une géométrie a angle de vue limité,
— a trois dimensions :
¢ en médecine nucléaire pour un collimateur a canaux inclinés,
s en ouverture codée a fentes.

Cette derniere implantation a été effectuée pour la reconstruction
de la distribution de rayons X émis par des plasmas induits par
irradiation laser. En 2D, cette méthode a été appliquée a des
mesures de gammamétrie enregistrées sur des tuyaux d’unités
de raffinage. La méthode peut aussi étre étendue dans le cas d’une
géométrie a faisceau divergent.
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