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résumé et mots clés
Le préfiltrage est une opération qui est utilisée pour éliminer le bruit dans les bandes de fréquence ou le signal
est absent ou peu présent. En particulier, c'est une maniere d'éviter des repliements de bandes qui peuvent s'avé-
rer trés pénalisants, notamment dans le cas d'échantillonnage. Dans cet article, on montre que cette opération
doit se faire de maniére systématique et adaptée, en tenant compte des valeurs relatives des spectres de puis-
sance du signal et du bruit. D'autre part, on montre que les formules d'interpolation optimales, dans le cas de
I'échantillonnage périodique, ont des propriétés spécifiques, et notamment, rendent I'erreur indépendante du
temps.

échantillonnage périodique, processus stationnaires, condition de Nyquist , repliement de spectres

abstract and key words
Pre-filtering is used in order to eliminate noise in frequency bands in which there is no signal (or a few signal) of
interest. More precisely, this kind of operation is necessary to avoid aliasing in the sampling process. In this paper,
it is shown that this pre-filtering operation has to be done taking into account the respective power spectral den-
sities of signal and noise. Moreover, optimal formulae of interpolation are derived taking into account this pre-fil-
tering operation. Specific properties are given in the periodic sampling case. Particularly, the reconstruction error
is shown to be time independent.

periodic sampling, stationary processes, Nyquist condition, spectral aliasing.
de a un échantillonnage et une quantification, puis utilise un

algorithme adapté. On négligera l'erreur due a la quantification
pour n'étudier que les problémes d'échantillonnage, et unique-

1. introduction

1) Un signal transmis dans un canal (& travers I'atmosphere, un
cable ou tout autre support) arrive al'utilisateur aprées avoir subi
certaines transformations. Le modéle le plus simple consiste a
considérer qu'il a subi une transformation linéaire et qu'il arrive
mélangé a un bruit d0 au milieu traversé. Le récepteur traite le
processus regu. Dans le cas d'un traitement numérique, il procé-

ment dans le cas périodique (ou « uniforme »). On sait que la
période d'échantillonnage doit étre adaptée a |'occupation spec-
trale du signal. Plus elle est faible, et plus la reconstruction du
signal pourra étre améliorée. En méme temps, la masse de don-
nées a traiter augmente, ce qui fait qu'il y a un compromis a
rechercher entre précision d'estimation et complexité de calcul.
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Le point de vue adopté dans cet article est celui du « filtrage de
Wiener » dans le cadre aléatoire stationnaire. Il sagit de mini-
miser la distance quadratique moyenne entre le signal et sa
meilleure estimation (linéaire). La solution, dansla situation que
I'on vient de décrire, est dans la conscience collective, et peut se
trouver par exemple dans [15] (chap. 6) et [14] (chap. 14), sous
des formes approchées.

Une maniére d'améliorer |'estimation consiste a éliminer le bruit
qui est en dehors de la bande de fréguence du signal, avant
échantillonnage, al'aide d'un filtrage sélectif. Cette opération est
intuitivement bénéfique, largement pratiquée (et pour d'autres
motifs éventuellement, comme la séparation de sources), et
I'amélioration est facile a calculer. Mais rien ne dit qu'elle est
optimale. Le but de cet article est donc de rechercher le filtre
linéaire & utiliser avant un échantillonnage périodique, de facon
aminimiser 'erreur d'estimation d'un signal.

2) Supposons que A ={A(t),t € R} est un «signa » noyé
dans un «bruit» B={B(t),t e R}. Lasomme Z=A+B
étant observée a des instants périodiques (par exemple les
entiers), on cherche a estimer linéairement A (n), pour chaque
n € Z. Le fat de prendre une période d'échantillonnage égale
a1 nenuit pas alagénéralité du propos, mais simplifie les nota-
tions. Dans le contexte stationnaire non corréle, la meilleure
interpolation A(n) de A(n) est le résultat du filtrage (numé-
rique) delasuite Z’ = {Z (n) ,n € Z} danslefiltrede gain

H () = [S—A} (@)

/ /
Sp + Sg

Sy (w) €t S (w) sont les « spectres repliés » définis par
Sp (@) = D "z S (w + 2Km) Sg (@) = D ez SB (w + 2Km)

lorsque I'on suppose I'existence de densités spectrales de puis-
sance Sa (w) €t sg (w) définies par :

E[AD A (t—1)] = [ €"sa(w) do
1
E[B () B*(t—1)] = [ €“"sg (») do. @
L'erreur d'interpolation est définie par
2 _ X2 o ShSs
02 = E[\A(n) A ] =" [73’;&5’5 i|(a))da).

Les expressions de H (w) et de o2 données ci-dessus sont des
cas particuliers de I'appendice 1. 1l est évident qu'un préfiltrage
(analogique) de Z avant échantillonnage peut réduire o, et cette
opération est couramment effectuée dans laréalité. Par exemple,
s

Sa(w) =1,w e (—m,m)
{ Sg (w) = 2/3,w € (—27,27)
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et 0 ailleurs, un filtrage passe-bande de Z sur (—x,7), qui €li-
mine une partie du bruit, assure un gain de 30 % (02 passe de
87 /7 a4n/5). En effet, en I'absence de préfiltrage, le phéno-
mene de repliement fait que la valeur de la densité spectrale du
bruit (échantillonné) est égalea4/3 sur (—m, ), dorsqu'elle ne
vaut plus que 2/3 aprés le préfiltrage (qui supprime le replie-
ment). Lafigure 1 décrit les spectres équivalents du signal et du
bruit (échantillonnés) avec et sans le préfiltrage.
Notons que cette opération est inutile si 1'on observe Z sur R
tout entier et non seulement sur Z. Cet exemple est évidemment
caricatural, mais une opération supprimant une part importante
du bruit, méme si elle déériore dans une faible mesure le signal,
peut étre avantageuse, comme le montreront les exemples de la
section 3.
3) Comme expliqué au-dessus, la construction précédente
amene a poser la question suivante. Dans le cas de |'extraction
d'un signal A mélangé aun bruit B, quel filtrage faut-il effectuer
avant un échantillonnage périodique, pour espérer la meilleure
interpolation linéaire possible A(t) de A(t),t e R ?
Plus précisément, définissons le processus U = {U (1) ,t € R}
par o

U(t):/ f(uZ@—uduteR. 2

o0

f (1) est supposée suffisamment réguliére, avec une transformée
de Fourier bornée F (w) telle que

F(w) = /OO f (u) e '“Vdu. )

o0

Maintenant, on extrait de U la suite d'échantillons

U ={U (n),n € Z} telleque

{U(H)Zfoooof(u)Z(n—u)du @
ZH =AM +B().

1,4 C

7 sans pré-filtrage

12
Sg(: S () : spectre du signal échantillonné
spectre
du bruit 0
échantillonné avec pré-filtrage

06~

04 -

02~

0% 2 4 0 1 2 3

w

Figure 1. — Spectres du signal échantillonné, du bruit sans et avec préfil-
trage.
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Le probléme éudié dans cet article est larecherchedu f (t) (ou
du F (w)) qui permet d'obtenir la meilleure estimation possible

K(t) (au sens de la moyenne quadratique) du signal
A(t),t € R, en utilisant la suite des observations U’.
Laquestion posée est sansintérét lorsque le processus Z est sans
repliement de spectre [13], c'est-a-dire lorsque, a w fixé quel-
conque, au plus un seul des[sa + sg] (w + 2kn) .k € Z, est non
nul. Dans cette situation, I'estimation est indépendante de f (t),
dans la mesure ol F (w) ne sannule pas sur le support spectral
deZ. Maisl'on sait d'autre part qu'un processus sans repliement
n'est pas réaliste.

Notons que le probléme que I'on éudieici est d'autant plusinté-
ressant que I'on ne dispose jamais dans la réalité des observa-
tions de Z (n),n € Z, mais tout au plus d'un « moyennage »
autour des instants théoriques d'échantillonnage. Une telle opé-
ration, sous sa forme la plus simple, revient a prendre f (t)
constante autour det = 0, et O ailleurs[4]. Donc, on peut consi-
dérer qu'un préfiltrage de Z existe dans tous les cas. Autant
I'adapter au mieux. Le cas ou le temps de prise est aléatoire est
évoqué dans [8].

4) La suite U = {U (n),n € Z} des échantillons, définie par
(4), peut ére vue comme I'échantillonnage périodique idéal du
processusU = {U (1) ,t € R}, lui-mémerésultat du filtrage de Z
danslefiltre de réponseimpulsionnellef (t) et de réponse (gain)
frequentielle F (w). La détermination de la meilleure interpola-
tion linéaire A (t) de A(t) sur U’ est calculée dans I'appendice
1, ainsi que I'erreur d'estimation oy, en fonction de F,sp et Sg,
ou

o2 =E [|A(t) _ K(t)|2].

Danslecasous; = sa + Sg est sujet au repliement (le seul cas
intéressant), ot dépend effectivement de t. Pour comparer vala
blement deux filtres différents F; et F, il est préférable de tra-
vailler avec une mesure d'erreur indépendante de t. En effet, la
plupart du temps, I'on trouvera des valeurs de t telles que
ot F, < O, € dautres valeurs de t pour lesquelles ce sera l'in-
égalité opposée.

C'est pour cette raison que I'on utilisera la quantité e obtenue
en faisant une moyenne sur t de ot  :

EF =4/ folatz,l:dt- ©)

Il sagit maintenant de déterminer F (w) (ou la quantité équiva
lente f (t)) qui rend eg Mminimum. e sSexprime en fonction de
F (w), sa (w) ,Ss (w) (voir I'appendice 1) et la solution du pro-
bléme sécrit de maniére simple. Cela sera exposé dans |la sec-
tion 2 (et démontré dans I'appendice 2). La section 3 sera consa
crée al'éude d'exemples. Dans la section 4, on étudiera le cas
voisin d'un signal soumis a un changement d'horloge, ce qui est
laregle lorsque le temps de parcours est aléatoire.

2. la minimisation de ¢

2.1. théoreme

1) Soit | (w) unefonction mesurable de (—m, ) dansZ vérifiant,
pour toutk € Z :

2

] (0 + 27l (w)) > [37’*

St 5 :| (0 + 27k) (6)

2
__ A
|: Sa +SB
Alors, une réponse impulsionnelle fo (t) qui minimise e est
définie par
Fo(lw)=1s o= (Q)

Fo(a))=08i57é|(g) ™

1 o0 )
foh) = 5 /_OO Fo (U) €Ut € R

olw=2nw+ w,0 € Z,w € (—m,7). o € w ont un rapport évi-
dent avec les parties entiére et fractionnaire de w (modulo 27).

2) L'erreur ef, et lamelilleure interpolation linéaire Ag, (t) véri-
fient

2 = i Sh
8F0=/ Sa (w) do— [7

00 -7 Sa + S

Ar, () = Yz80t — k) U (k) (8)

1 T Sa ;
t)= 2| It(a)+2|(a))n)d )
2 () 2n/_,,[sA+sB](w+ (@)m) € @

i| (w+ 2 (w) 7) dw

3) L'erreur quadratique moyenne oy g, est indépendante de t, et
donc e, = otk
L es démonstrations sont données dans I'appendice 2.

2.2 remarques

1) | (w) dépend des valeurs relatives de sa (w) €t Sg (w), et l'in-
équation (6) peut avoir plusieurs solutions, parce que c'est par
une inégalité large que | (w) est définie.

2) Le processus optimal U, obtenu par filtrage de Z atraversle
filtre de gain Fo(w), est sans repliement par construction,
puisque, quelque soit w, un seul des Fo(w + 2kn) .k € Z est
susceptible d'étre non nul.

Cette suppression de repliement est adaptée aux spectres de puis-
sance respectifs sa (w) et sg (w). Elle précise une opération clas-
sique dans la pratique, qui consiste a supprimer le bruit qui
déborde des lobes principaux du signal.

3) La propriété précédente est encore vraie pour le produit de
Fo(w) par nimporte quelle fonction. En conséguence,
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F (w) = [Fo®] (w) est aussi solution du probléme, quand @ (w)
est non nul sur le support de Fo (w).

4)LecasF (w) = 1,w € R correspond al'échantillonnage idéal
(U (n) = Z (n)). Bien que cette situation ne rentre pas dans le
cadre utilisé ici (puisque f (t) n'existe pas au sens des fonc-
tions), il est naturel de comparer les erreurs dans ce cas (notées
or1 €t 1), I'erreur dans le cas optimum (ot r, = €r,), €t les
erreurs dans des cas réalistes approchant |'échantillonnage idéal
(par exemplef (t) = 1/28 sur (—4,8) et 0 ailleurs, comme dans
[4D).

5) En faisant sy = 0 dans (6) et (8), on se ramene au cas parti-
culier étudié dans [10] de I'échantillonnage sans bruit. Dans
cette situation, on retiendra parmi les sa (w + 2krw) ,k € Z,
celui qui est prépondérant. Dans le cas ol

infwe(fn,n) SA ((,()) 2 Supw¢(_;1,;1) Sa (a))

le préfiltrage Fo sera un filtre passe-bande idéal sur (—n,), et
la formule d'interpolation optimale se réduit a la formule habi-
tuelle

~ _ sinm (t — K)
Ar, (1) = émuk.

6) L'erreur sﬁo peut sécrire sous laforme

SaASB
[ . [T} (@) do + fz S (@) do

Ar, = {w; Fo (@) = 1} ,Af, = {w; Fo (w) = 0}

AF, est donc le « support » de Fp (w) et Ar, son complémentai-
re. On sait que la quantité

foo |:—SASB j| (w) dw
—oo | SAa+SB

mesure I'erreur quel'on commet lorsguel'on estime linéairement
A (t) apartir del'observation du processus Z (donc de toutes les
va Z(t),t € R). Il Sensuit que le surplus d'erreur amené par
I'échantillonnage (apres le filtrage optimal) est égal a

2
/ [7Ai| (w) dw.
Ar, L SA+Ss

7) Le probléme posé dans cet article consiste a déterminer la
meilleure suite U’ = {U (n) ,n € Z}, celle qui permet d'obtenir

le meilleur estimateur K(t) de A (t) delaforme (approximative)

Aty=Y a®U (k).
keZ
Comme décrit par exemple dans[6], [7], il est possible de trou-
ver de meilleurs estimateurs dans le cas ou I'on admet un traite-
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ment différent des parties réelle et imaginaire de U (n) (dansla
mesure ou A est un processus complexe ou le devient par filtra-
ge).

8) Le probleme de I'estimation de A (t) apartir de I'échantillon-
nage du processus Z défini par

ZO=F[AIO+B(®

ou F est un filtre linéaire invariant, n'est pas tres différent. Ce
cas est étudié sous une forme particuliére dans le paragraphe 4.

3. exemples

3.1. exemple 1

Les processus A et B sont caractérisés par les spectres

Sp(w)=1—a,w e (—m,m),

Sa (W) = a,w € (—21,—m) U (7,27)

S8 (0) = B,w € (=27,27) '

Sa (w) = Sg (w) = 0,w ¢ (—2m,27)
Lavaleur de sg (w) n'est, de toute facon, pas prise en compte en
dehors de (—2r,27), dans le cas de I'échantillonnage optimal.
En utilisant (6), on voit que le meilleur filtre correspond a une
suppression des lobes latéraux (pour « < 1/2), et du lobe cen-

tral (pour « > 1/2), et cela, quelle que soit la valeur de 8. Par
exemple, s o < 1/2,1 (w) = 0 pour tout w € (—m,7) €t :

Fo(w) =1we (—m,m),

Fo(w) = 0.0 ¢ (—m.7m). fo(t) = Si;’t’t
2 _, dd-—o)+p
S I Ry

1-« 3 sinz (t — k)

—a+B = 7w (t—Kk) Uk

Ar () = -

Le minimum eg, doit &re comparé avec ¢1 (F = 1 correspond
al'échantillonnage idéal U (n) = Z (n)). On obtient

47

ol = 1725 [B+ 20 (1—a)sin’rt]
> 4 _
g1 = 1728 [B+a@—a)]
M) = 1+28
sinm (t — K) . sin2r (t — k)
kEZZ[(l_ZO‘) Ttk P oma—k ]Z(k)
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En conséquence, pour o < 1/2, le gain est donné par

&1 11—«
= 1+ ——
EFy 1+ 2/3
quantité comprise entre 1 et +/2. La valeur maximale est appro-
chée pour les petites valeurs de « et 8.
L'échantillonnage idéal F = 1 n'est pas vraiment dans le cadre

de cet article car f (t) n'existe pas comme fonction. Ce cas peut
étre approché par exemple par

1
os (t) = 25 fort € (—4,8) etOailleurs

Sindw

Gs (w) = 5%

Cette famille d'échantillonnages donne les résultats suivants
sinx ):

1 L
(pour 0 < @@ < > avec la convention sinc x =

egs = 2[a (L —a) + Blh(d)
h(8) =

™ sinc? (8w) + Sinc? (8 (w + 27))
/0 (1—a+ B)sinc? (Sw) + (a + B) SINC2 (§ (w + 21))

On trouve évidemment ging) eg; = €1 (cette sorte d'échantillon-

nage est étudiée dans [4] et [8]). La figure 2 représente les
diverses erreurs en fonction de g, pour o« = 1/4.

55
sl €2, — f
45f \ B
8 e
> \ €2, pour 0 =1/2
:; €255 Pour 0=1/4 |
2 €255 Pour 0 =1/8 .
l‘50 d,5 ﬁ i 15

Figure2. —Différenteserreursdansle casdel'exemple 1 du paragraphe 3.1.

3.2. exemple 2

Les processus A et B sont caractérisés par les spectres
Sa(w)=1lwe (—n/2,7/2)U (7,37/2 + a)
U(—a —31/2,—m)
g (w) = B,w € (—2m,27)

sa(w) et sg(w) sont nuls en dehors de ces intervalles et
0 <« < /2. Dans ce cas, plusieurs solutions pour | (w) sont
acceptables, par exemple:

| (w) = 0,0 € (—7/2,7/2)

| (w) =1lwe (—m,—7/2)

| (w)=—-1lwe (m/2,7).

Dans cette situation, on obtient:

Fo(w)=1we (—n/2,7/2) U (7,37/2)
U(=3r/2,—m) et 0 alleurs
1 . mt
fot) = e (smT

B
1+5

. 3mt .
+ smT — sinzt

8%O=2a+27(

Ar, (1) =

1 1
1+8 Z 7w (t—k)

keZ
(sin 7 (t—k) +sin 3 (t —Kk)

5 5 —sinn(t—k))U(k).

Legain est déterminé par lavaleur de e; qui se calcule aisément
(voir I'appendice 1). Pour « petit, on obtient un rapport €1/¢g,

/ 1
esde /1 .
pres de + 1428

4. le cas des retards
aléatoires

4.1. le modele

Supposons que le processus Z est de laforme

Z({t)=At—-C)+B(

ouC ={C (t),t € R} représente par exemple un retard de trans-
mission indépendant du processus areconstruire A et du bruit B.
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C est caractérisé par les fonctions caractéristiques (ici indépen-
dantes det)

,d) (a)) —E [eiwC(t)] , ¢r ((,()) —E [eiw(C(t)7C(tfr))]
C est donc stationnaire en un sens un peu plus fort que la sta-
tionnarité au sens large habituel (si I'on suppose I'existence des

deux premiers moments). Dans ce cas, Z se décompose sous la
forme suivante [11]

ZM) =vy[A]()+D(®)

ou ¢ [A] (t) est lerésultat du filtrage de A par le filtre de répon-
se fréquentielle ¢ (w). ¢ [A] et D sont non corrélés et (lorsque
b: (0) — |1 (w)|? suffisamment rapidement)

1> -
Sp (w) = sg (w) + —/ n(r)e'“"dr
2 J_ o

n(t) = / [¢: (@) — [¥ (@)[*] Sa (@) €“"dow.

o0

Leretard C induit donc alafois un filtrage de A, et un bruit a
spectre d'autant plus étalé que les variations de C (t) sont plus
rapides. n (t) caractérise ce bruit. Bien s{r, la puissance totale
cumulée des deux composantes est exactement celle de A.

4.2 le préfiltrage et la reconstruction

Avant |'échantillonnage, A est d§jafiltré, et le retard de propaga-
tion C a gjouté un bruit dont le spectre est lié a celui de A. Le
théoreme du § 2.1 se modifie sans difficulté en redéfinissant
| (w) par le systeme d'inégalités

1% s3
_ 27l
[ Psats | T
2.2
> LqmisA (w+ 27K) Kk € Z,w € (—m,m).
[1]1°Sa + Sp

Le meilleur préfiltrage est encore défini par (7), et les formules
(8) deviennent

oo ™ 2 2

2 Wl Sa
£r :/ sA(w)dw/ [27
0 oo e L I®7sa+sD

Apy (1) = a0 (t—k)U (k)
keZ

(w+ 20 (W) 7) dw

17 Prsa it (w21 (w))
t) = + 21 dw.
ao() o /7T |:|1/128A SD:| (w (w)ﬂ)e W
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4.3 exemple

Supposons que le retard C est caractérise par

1 (w) = coSaw
{ ¢. (w) = coffaw + e *"lsin%aw.

Un tel modéle pourrait correspondre a un transit & deux voies
prises aternativement avec des probabilités égales, suivant un
rythme poissonien représenté par le paramétre 1. Plagons-nous
dans le cas ou (cf. figure 3)

6sin* (2w/3)

sg =0,a=0.1,5(w) = >
T

0,45

035f | 1
03 Sa () 1
025 |
02 1
015f 1

01

Densité spectrale de puissance (DSP)

0,05[ I 1

6 7 8 9 10

Figure 3. — Spectre du signal biphase.

Leretard relatif entre les deux chemins est donc égal a0.2 (uni-
tés de temps). A est (par exemple) un « biphase » (ou code
Manchester) de puissance unité [9], et (—3r7/2,37/2) et le
support du lobe principal ou est concentrée 85 % de la puissan-
ce de A, tandis que les lobes +1 en contiennent au total 7 %.
L'intervalle (—m,m) participe pour 82 %. Lafigure 3 représente
Sa (w). Comme sp (0) =0 et sa(+27) #0, il est clair que
I (0) =+1, et que ce résultat persiste au voisinage de O.
Ailleurs, | (w) =0, lorsque A n'est pas trop petit. Dans cette
situation, on aura un (petit) avantage a utiliser les lobes +1 en
plus du lobe principal. Pour donner un ordre d'idées, on peut
dresser le tableau suivant, qui donne g, (préfiltrage optimal), &1
(échantillonnage «idéal »), eg, (préfiltrage passe-bande
(—m,m)), comme fonction de A (paramétre qui regle le rythme
des changements de voie de transmission)
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A 003 01 0.3 1 3 10
e, 0.223 0.214 0.212 0.207 0.203 0.199
er, 0227 0218 0.216 0.212 0.208 0.204
g1 0302 0293 0.292 0.291 0.287 0.280

On a bien linégalité ef, <inf[e1,er,| comme prévu.
L'amélioration par rapport a ef, est faible (de I'ordre de 2 %) et
guasiment indépendante de 2 ; rappelons qu'elle consiste arécu-
pérer de l'information en dehors de (—s,7) ou la puissance utile
estinférieure a20 % (7 % dansleslobes 1), et qu'il n'est pos-
sible d'en utiliser qu'une petite partie. Par contre, |'amélioration
par rapport al'échantillonnageidéal est importante (autour de 40
%) dans les deux cas (suppression des bandes latérales et filtra-
ge optimal). On pourra augmenter le gain en sous-échantillon-
nant le processus. La figure 4 représente le spectre du signal
résultant Syia (w) et celui du bruit sp (w) pour diverses valeurs
dex.

0,35
03 " Sy (@) poura=03
|
0,25
02 S5 (w) pour A =0,03

0151
017

0,05 5

Densité spectrale de puissance (DSP)

Figure4. —Spectresdu signal et du bruit aprésretard de propagation, pour
différentes valeursde \.

5. conclusion

Les dispositifs physiques de prise d'échantillons sur des proces-
sus a temps continu Z ={Z (t),t € R} ne sont pas idéaux.
La plupart du temps, ils prennent en compte un ensemble de
valeurs du processus étudié autour d'instants périodiques. Par
exemple, les échantillons U (n) sont le résultat d'un moyennage
autour des entiers [4], [8]. Plus généralement, ce peut étre une
opération linéaire invariante, autour de ces mémes instants.
Dans ce cas, on peut considérer que les échantillons U (n) pro-
viennent de I'échantillonnage idéal d'un processus

={U (t),t € R} qui est lasortie dun filtre linéaire invariant
attaqué par le processus Z.

Quand le processus étudié Z est sujet au phénomeéne de replie-
ment, I'erreur de reconstruction oy F est fonction du filtre linéai-
re qui définit les échantillons. Dans cet article, on cherche le
filtre qui minimise I'erreur moyenne eg (C'est- a-dire la racine
carrée del'intégrale de o sur (0,1)). Il apparait que lasolution
est caractérisée par les entiers | (w) tels que le rapport
[S3/ (sa+SB)] (@ + 27| (w)) est maximum, et le procédé qui
en résulte est une forme adaptée de suppression de repliement.
Enfin, comme |e procédé est une suppression de repliement, I'er-
reur oy r, est indépendante det (et donc égale asamoyenneeg,).

6. appendices

6.1. appendice 1 : la meilleure estimation

linéaire

La technique utilisée ci-dessous, décrite dans [1], est rappelée
notamment dans[9] et [12]. Au sens de |'erreur en moyenne qua-
dratique, le meilleur estimateur linéaire A (t) de A (t) apartir de
I'observation de lasuite U = {U (n) ,n € Z} est défini par

At) = pry)Alh)

ol H (U') est I'espace de Hilbert engendré par U’ et Pr(u) la
projection orthogonale. A(t) est parfaitement caractérise par le
systéme d'équations

E[(At)— A®))U*(N)]=0neZ
[l U] 9

At eH (V).
ou U (t) est défini par (2) :

U(t):/oof(u)Z(t—u)du,teR.

]

De maniére équivalente, en utilisant I'isométrie fondamentale I
qui relieH (U) et L2 (s))) [1], [9], [12], (9) sécrit:

/OO f* () E[A®) A" (n—uw]du

—/ [618) ] (@) e'“"do=0,neZ (10)
ou

— g (w) est la densité spectrale de la suite U’ définie ici sur
(—m,7) [2] :

— ¢t (w) est lafonction qui correspond a A (t) dans I'isométrie
ly.
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Le fait que les processus A et B sont non corrélés est pris en
compte dans la premiére intégrale.
En utilisant (1) et (3), on obtient

/oo f* (W E[A®) A" (n—w]du

o0

= foo [F*sa] (@) € Mdw. (11)

o]

g, secacule apartir del'utilisation des formules de Wiener-Lee
[9], [14]. Et I'unicité des séries de Fourier permet d'écrire a par-
tir de (10) et (11)

Mt i
¢ ( )=[ ; }( )€ w € (—m,m)
t (W SJ w w |
i (@) = Z [F*sa] (@ + 2kr) 7" (12)
keZ
Sy (@) =Y _[IFP(sa+s8)] (@ + 2kr).
keZ

Lapaire detransformées de Fourier f (t) et F (w) est définie par
(3). f (t) est laréponse impulsionnelle et F (w) le gain en fré-
quence du filtre qui transforme Z en U. Un développement en
série de Fourier de ¢ (w) sur (—m,r) donne A(t), enrempla
cant €™ par U (n). L'erreur quadratique moyenne afF corres-
pondante est calculée a partir du théoréme de Pythagore :

o2 = E [|A(t) - K(t)|2]

> T el
- s()d—f[,}()d.
/;okow - s, w) dw

D'autre part, le théoreme de Plancherel des séries de Fourier
permet d'écrire I'égalité :

(13)

1
fo [1?] (@) dt = > "[IFI*S3] (@ + 2kr) .

keZ

L'erreur moyenne 2 définie par (5) est obtenue en intégrant
(13) sur (0,1) . En conséquence :

62 = f_z [a- %] (@) do (14)

ou les fonctions a,c,d sont définies par

a(w) = ZsA (w + 2kmr)

keZ

c(w) = Z [l F|Zsi] (w + 2kmr) (15)
keZ

d(@) =Y _[IFP(sa+s8)] (@ + 2k).
keZ
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6.2. appendice 2 : le filtrage optimal

1) Il est facile de construire une fonction mesurable | (w) qui
vérifie (6) [10]. Alors, on a évidemment |'égalité

/Oo Fo (w) dw = 27.

o0

2) Pour démontrer (7), on utilise I'expression (14) :

2_ [T1._ C
SF_/;ﬂ[a d](a))dw
ol a(w),c(w),d(w), sont définis en (15). L'inégdité de
Schwarz implique que [a — §] (w) > 0 pour tout . Le mini-
mum de eg sera donc obtenu quand, pour chaque w € (—m,7),
la quantité [$] (w) est maximale. On utilise pour ce faire I'in-
égalité démentaire

g +%+..+0 < s Ok

hi+ho+ ... 4+hy o120 D

valable lorsque tous les éléments pris en compte sont positifs ou
nuls (en éliminant les éventuelles indéterminations). Alors :

An

¢ <
[F] (a)) < SuUp, Un
M = [S3] (@ + 27K) ,juk = [Sa + SB] (@ + 27K)

(16)

puisque

— les parametres Ak, pk sont positifs (ou nuls)

— F (w) est bornée (par hypothese)

— les séries de termes généraux Ay et ux sont convergentes
(presgue partout).

Le maximum de [g] (w) seradonc obtenu lorsque I'on supprime
dans c (w) et d (w) lestermes d'indices autres que | (w) .

3) En utilisant (7) , on déduit que les fonctions u; (w) et g (o)
definies par (12) sont réduites a un seul terme (pour F = Fo).
Plus précisément, on obtient ¢ (w) qui caractérise Ag, (t) sous
laforme

SA

o-[ie

} ( + 27| (w)) @@ () e (7, 7).

Puisque ¢ (w) = ¢rin (@) €*".n € Z, la série de Fourier de
¢t (w) sur (—m,m) prend laforme ssmple

) 1 w
@)~ ot —KE“ fot) = —— | ¢i(wdo
keZ TS

ce qui expligue la deuxiéme expression dans (8) .
4) Finalement, puisgque wu: (w) est réduit & un seul terme,
|t (w)|? est une quantité indépendante de t, et la méme pro-
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priété est vraie pour oy, r,. Bien entendu, il existera des valeurs
de t pour lesquelles o, > ot1 (F =1 correspond a I'échan-
tillonnage idéal U, = Z (n)). Evidemment, 0,1 =0,n € Z.
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