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RÉSUMÉ. Dans cet article, nous décrivons une approche analytique des Matrices Aléatoires avec
des applications en Télécommunications. L’approche en question utilise les équivalents déter-
ministes et permet le design des réseaux du futur quand le nombre d’utilisateurs, le nombre de
stations de base et le nombre d’antennes augmente au même rythme. Nous étudions un exemple
particulier de détermination de débit dans les réseaux sans fils pour lequel l’équivalent déter-
ministe est calculé étape par étape. Nous décrivons également l’ensemble des concepts, lemmes
et outils de base issus des matrices aléatoires nécessaires à la bonne compréhension de la théo-
rie.

ABSTRACT. In the following, we provide a tutorial on the practical application of random matrix
theory (RMT) in communication problems, in order to facilitate the utilization of the analytic
RMT approach for interested researchers. To this end, we first state the necessary basic theoreti-
cal concepts, lemmas and tools from RMT. After this, we build intuition, confidence, and insight
into RMT concepts and their applications, by putting the introduced theoretical results into a
tutorial like context. To familiarize the reader with the introduced tools, we rely on an example
of a step by step derivation of the deterministic equivalent for a non-trivial rate problem. Thus,
we provide the theory needed to soundly use the framework of RMT in the design of future large
scale (w.r.t. the numbers of users, base stations and antennas) communication networks.
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Extended abstract

In order to satisfy increasing throughput and other performance demands, future
networks will need to adopt new approaches of network design, which ultimately re-
sult in very large systems (w.r.t. the numbers of users, base stations (BSs) and anten-
nas). Most of the analytic tools used today in the communications community were
originally developed for the analysis of point-to-point communication or small MIMO
systems. Therefore, it is not a surprise that they often fail to provide meaningful in-
sight into possible solutions for a new era of large dense heterogeneous multi user
multi cell communication systems. New tools, which are adapted to the large nature
of the systems, need to be developed and applied to give insight into and find the right
combination of future system design solutions. Fortunately, the mathematical tool of
large scale random matrix theory (RMT) has matured in recent years, to a point where
it is of excellent use in this task. Publications documenting this maturing process (e.g.,
(Bai, Silverstein, 1998b ; Tulino, Verdú, 2004 ; Hachem, Khorunzhy et al., 2008 ; Bai,
Silverstein, 2009 ; Couillet, Debbah, 2011 ; Hoydis, 2012)) are numerous and they are
not necessarily adapted to helping interested researchers to enter the field. This article
introduces the theory needed to soundly use the framework of RMT, especially the
technique known as deterministic equivalent (DE) approach, in the form of a tutorial
and adheres to a predominately pedagogical style.

DEs are mathematical objects that are able to provide accurate deterministic ap-
proximations of random quantities, which represent important system performance
indicators in cellular networks. For example, the capacity of large dimensional multi
antenna channels. We define the DE of a sequence of random quantities as follows:

DÉFINITION 1 (Deterministic Equivalent (Hachem et al., 2007)). — The determinis-
tic equivalent of a sequence of random complex values (Xn)n≥1 is a deterministic
sequence (Xn)n≥1, which approximates Xn such that

Xn −Xn
a.s.−−−−−→

n→+∞
0

where a.s. is taken to mean almost sure convergence.

Quite often the quantity Xn is going to be a functional of the resolvent of a Her-
mitian matrix. Also, even relatively simple problems can result in a DE Xn, which
is not guaranteed to converge itself. Yet, it is possible to deterministically calculate a
DE Xn. Intuitively, one can remark that Xn is still “contains” the factor n, even as
n → ∞. In fact, the DE gives us an approximation for each value of N , which be-
comes more precise for increasing N . The realizations of the random variable, almost
surely (a.s.) fall within a increasingly narrow bound around the DE. Thus, DEs tend to
be much more accurate for finite (and even small) system dimensions than the classical
limits. Assume we analyse a random quantity involving a random matrix X ∈ CM×K .
RMT handles cases in which both dimensions (M,K) grow large, while classic limit
approximations (e.g., the strong law of large numbers) can only treat the case where
M grows large. As a consequence, RMT results exploit more degrees of freedom than
classical approaches and, thus, usually far outperform them w.r.t. convergence speed.
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For example, even an 8× 8 matrix offers already up to 64 degrees of freedom, which
mostly leads to quite acceptable convergence. In general, RMT achieves impressive
convergence rates for linear functionals of eigenvalues, e.g., for central limit theorems
in 1/M (i.e., M(XM − XM ) → N (0, 1)) (Hachem, Loubaton, Najim, 2008, Re-
mark 3.1) and for expectations in 1/M2 (i.e., E[XM ] = XM + O(1/M2)) (Pastur,
Shcherbina, 2011)(Vallet et al., 2010, Proposition 4), when the random quantities are
complex Gaussian distributed. Quadratic forms are usually slower, for example cen-
tral limit theorems in 1/

√
M (Kammoun et al., 2009, Theorem 3) and expectations

in 1/M
3
2 (Rubio et al., 2012, Lemma 1). The well-known RMT Lemmas 15, 17, 20

and 22 are of frequent use in finding such DEs in the first place. Practical usage of
DEs is very intuitive (i.e., summation and multiplication behave as one would expect),
as is shown by the results stated in Theorems 12, 13, and Lemma 14.

1. Introduction

Afin de satisfaire les demandes croissantes de débits et autre performances, il est
communément admis que les futurs réseaux de télécommunication devront adopter
des approches complémentaires pour le design des résaux, à savoir la densification
(réseaux à petites cellule), les systèmes d’antennes larges (Massive Multiple Input
Multiple Output (MIMO)), les réseaux hétérogènes et la coordination/coopération (ré-
seaux MIMO). Tous ces nouveaux paradigmes impliquent des réseaux très larges en
ce qui concerne le nombre d’utilisateurs, le nombre de stations de base et le nombre
d’antennes en général. La plupart des outils analytiques utilisés aujourd’hui ont été
développés à l’origine pour l’analyse des communications point à point ou pour des
petits systèmes MIMO. Ce n’est donc pas surprenant que ces outils ne permettent pas
de comprendre les paramètres d’intérêt des réseaux hétérogènes multi-utilisateurs et
multi-cellulaires. De nouveaux outils, adaptés à la nature large des systèmes, doivent
être développés et appliqués à ces réseaux afin de trouver les configurations optimales.
Ces dernières années, un effort considérable a été fait dans ce domaine et la théorie
pour le design de ces systèmes est maintenant assez mûre. Nous pouvons citer en par-
ticulier les travaux de (Bai, Silverstein, 1998b ; Tulino, Verdú, 2004 ; Hachem, Kho-
runzhy et al., 2008 ; Bai, Silverstein, 2009 ; Couillet, Debbah, 2011 ; Hoydis, 2012))
qui permettront au lecteur averti de connaître le domaine mais ne seront pas adaptés
pour des chercheurs nouveaux dans le domaine.

Dans cet article, nous abordons le cadre général de la théorie des matrices aléa-
toires, en particulier l’approche des équivalents déterministes. Afin de familiariser le
lecteur avec les outils introduits, nous considérons l’exemple non trivial de la déter-
mination du rapport signal à interférence plus bruit (Signal to Interference plus Noise
Ratio (SINR)) pour lequel nous expliquons étape par étape l’obtention des équivalents
déterministes pour différentes structures de réception.

La plupart des concepts introduits dans cet article on été abordés dans des tra-
vaux précédents (par exemple, (Couillet, Debbah, 2011 ; Hoydis, 2012)). Nous nous
distinguons de ces travaux par une approche plus pédagogique, à l’instar de (Müller,
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2014). En particulier, nous aidons le lecteur à mieux comprendre les transitions des
différentes étapes permettant d’obtenir le résultat. Nous n’insistons pas sur les détails
d’ordre purement mathématique lorsqu’ils ne sont pas essentiels. Cet article est par
conséquent adapté aux lecteurs non experts du domaine intéressés par l’utilisation de
l’approche analytique de la théorie des matrices aléatoires et de ses applications en
télécommunications.

2. La transformée de Stieltjes

Le point de départ dans l’introduction de la théorie des matrices aléatoires débute
avec la définition de la transformée de Stieltjes. Ceci est principalement dû à l’histoire
de la discipline avec les travaux de Marc̆enko et Pastur qui ont utilisé cette approche
(Marc̆enko, Pastur, 1967) pour déterminer la distribution des valeurs propres de cer-
taines matrices aléatoires. D’autres travaux ont suivi (par exemple, (Telatar, 1999 ;
Tse, Hanly, 1999 ; Verdú, Shamai, 1999)), étendu (par exemple, (Silverstein, Bai,
1995 ; Tulino, Verdú, 2004)) ou se sont développés autour (par exemple, (Hachem et
al., 2007)) de cette approche dans le contexte des systèmes de télécommunications 1.
Nous verrons que cette approche est très adaptée au contexte des télécommunication
en raison du lien intime entre transformée de Stieltjes et SINR.

Commençons tout d’abord par certaines définitions :

DÉFINITION 2. — Pour une mesure µ qui assigne une mesure finie à un ensemble
borné sur R, nous notons :

Fµ(x) = µ((−∞, x]) .

Si µ est une mesure de probabilité, alors Fµ est appelée la fonction de répartition
(cumulative distribution function (cdf)).

Nous définissons maintenant la transformée de Stieltjes d’une mesure par :

DÉFINITION 3 (Transformée de Stieltjes). — Soit µ une mesure finie non négative
avec pour support supp (µ) ⊂ R, , µ(R) < ∞, et Fµ définie comme dans la défini-
tion 2. La transformée de Stieltjes m(z) de µ est définie ∀ z ∈ C \ supp (µ) comme

m(z) =

∫
R

1

λ− z
µ(dλ) =

∫
R

1

λ− z
dFµ(λ) . (1)

La seconde égalité (1) n’est pas d’emblée évidente et Billingsley (Billingsley,
1995) nous invite à mieux cerner les différences de notation entre

∫
f(x)µ(dx) et∫

f(x)dFµ(x)
2.

1. Le travail de Marc̆enko et Pastur sur le spectre des matrices aléatoires a été précédé par ceux de Wigner
(Wigner, 1958).
2. Le lecteur intéréssé est invité à étudier (Billingsley, 1995, (17.22)ff.) concernant les distinctions subtiles
entre l’intégrale de Riemann-Stieltjes et l’intégrale de Lebesgue-Stieltjes.
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A noter que la littérature utilise
∫
R

1
λ−zdµ(λ) comme une notation alternative de

(1) 3.

Les propriétés suivantes permettent de retrouver µ quand seulement la transfor-
mée de Stieltjes m(z) est connue. Ces résultats sont disponibles dans les références
suivantes (Hachem et al., 2007) ou (Krein, Nudelman, 1977).

PROPRIÉTÉ 4. — Soit m(z) la transformée de Stieltjes d’une mesure finie µ sur R.
alors ,

(i) µ(R) = limy→∞−iym(iy),

(ii) µ([a, b]) = limy→0+
1
π

∫ b
a
={m(x+ iy)}dx, si a, b sont des points de continuité

de µ.

Nous continuons avec la définition de la mesure de probabilité empirique des va-
leurs propres d’une matrice Hermitienne X.

DÉFINITION 5 (Mesure empirique de probabilité des valeurs propres). — Soit
X ∈ CN×N une matrice Hermitienne avec des valeurs propres réelles λ1, . . . , λN .
La mesure empirique de probabilité µX des valeurs propres de X est défini par

µX(A) =
1

N

N∑
i=1

δλi(X)∈A .

Les notations équivalentes 1
N

∑N
i=1 δλi(X)(A) et 1

N

∑N
i=1 1A(λi(X)) sont égale-

ment souvent utilisées dans la littérature. Cette mesure constitue une mesure de comp-
tage normalisée.

Nous définissons sa fonction de répartition correspondante (selon la définition 2)
comme

DÉFINITION 6 (Répartition empirique du spectre (Empirical Spectral Distribution
(e.s.d.))). — Soit µX(a) la mesure de probabilité empirique des valeurs propres X
définie selon la définition 5. La fonction de répartition empirique FX(x) des valeurs
propres de X est donnée par :

FX(x) = µX((−∞, x]) = 1

N

N∑
i=1

1{λi(X)≤x} .

Nous verrons dans les lignes suivantes l’intérêt de la transformée de Stieltjes ap-
pliquée à la répartition empirique du spectre, qui apparait pour le moment comme
une manière compliquée d’obtenir la distribution des valeurs propres. En effet, cette
transformée permet comme le souligne (Tao, 2012) d’obtenir l’information spectrale
de manière compacte et d’être aisément manipulée par les méthodes d’analyse com-
plexe.

3. Cette pratique répandue vient de l’utilisation de la relation
∫
dF (x) =

∫
F (dx) par différents auteurs.
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Afin de montrer le lien entre la transformée de Stieltjes et le spectre des matrices
Hermitienne, nous introduisons la notion de résolvante Q d’une matrice Hermitienne
X :

Q(z) = (X− zIM )
−1

.

Ou plus généralement :

DÉFINITION 7 (Notation pour la résolvante). — La résolvante QM de la matrice
AM ∈ CM×M est définie par

QM (z) = (AM − zI)−1
.

Elle est définie pour tout z ∈ C différent des valeurs propres de AM .

La résolvante est un concept central en théorie spectrale. En particulier, elle in-
dique les valeurs propres de X en définissant le support de la variable complexe sca-
laire z.

En reprenant la définition de la transformée de Stieltjes et en lui associant la mesure
de probabilité empirique µX de la définition 5, on peut directement obtenir :

mµX
(z) =

∫
R

1

λ− z
µX(dλ) =

1

M

M∑
i=1

1

λi(X)− z
.

Ce qui permet d’obtenir :

mµX
(z) =

1

M
tr diag

(
1

λ1(X)− z
, · · · , 1

λM (X)− z

)
=

1

M
tr
{
[diag (λ1(X), · · · , λM (X))− zIM ]

−1
}

∆
=

1

M
tr
[
(Λ− zIM )

−1
]

pour toute matrice unitaire U ∈ CM×M

mµX
(z) =

1

M
tr
[
(ΛUUH − zUUH)

−1
]
=

1

M
tr
[
(UΛUH − zIM )

−1
]

Si maintenant U est choisi pour contenir les vecteurs propres de la matrices Hermi-
tienne X, nous obtenons finalement

mµX
(z) =

1

M
tr
[
(X− zIM )

−1︸ ︷︷ ︸
Résolvante de X

]
. (2)

Pour des questions de simplicité, nous utiliserons la notation suivante mµX
(z) à la

place de mX(z) lorsque cela ne pose pas de problèmes de compréhension.
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3. Equivalents déterministes

Nous allons maintenant introduire un des concepts les plus importants en théorie
des matrices aléatoires (du moins lorsque des résultats du premier ordre sont concer-
nés) pour l’analyse des systèmes de télécommunications sans fils, à savoir la définition
des équivalents déterministes.

Afin de définir les équivalents déterministes, il est nécessaire d’introduire le
concept de convergence presque sûre d’une séquence des variables aléatoires :

DÉFINITION 8 (Convergence presque sûre). — La séquence de variables (Xn)n≥1

converge presque sûrement vers X , si

P

(
lim sup
n→∞

|Xn −X| = 0

)
= 1 .

La notation suivante est utilisée Xn
a.s.−−−−→

n→∞
X ou Xn

a.s.−−→ X , si le contexte ne porte
pas à confusion.

Nous définissons l’équivalent déterministe d’une séquence de quantités aléatoires
de la manière suivante :

DÉFINITION 9 (Equivalent déterministe). — L’équivalent déterministe d’une sé-
quence de valeurs aléatoires complexes (Xn)n≥1 est une séquence déterministe
(Xn)n≥1, qui approxime Xn de telle manière que

Xn −Xn
a.s.−−−−−→

n→+∞
0 .

Les équivalents déterministes furent initialement proposés sous cette forme par
Hachem et al. in (Hachem et al., 2007 ; Hachem, Khorunzhy et al., 2008). Les
équivalents déterministes permettent d’obtenir des approximations déterministes pré-
cises d’indicateurs de performance d’importants systèmes de réseaux cellulaires. Un
exemple connu est la capacité des réseaux multi-antennes larges.

Souvent, la quantité Xn sera une fonctionnelle de la résolvante d’une matrice Her-
mitienne. C’est le cas par exemple de la trace normalisée, qui d’après (2) est la trans-
formée de Stieltjes d’une mesure de probabilité. Cependant, nous sommes souvent
intéréssés à des formes plus compliquées liées à des propriétés spectrale. La quantité
Xn se concentrera autour de Xn dans le régime des grandes valeurs de n et si Xn

a une limite, nous obtenons même une convergence presque sûre. Il est à noter que
même des problèmes simples peuvent aboutir à des équivalents déterministes Xn qui
ne convergent pas forcément. Dans ce cas, il est tout de même possible de calculer de
manière déterministe Xn.

Dans les applications pratiques des équivalents déterministes, les termes "limite
presque sûre" et "approximations large échelle" sont souvent interchangés.
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REMARQUE 10 (Limite presque sûre). — Si une séquence de variables complexes
aléatoires (Xn)n≥1 converge presque sûrement vers une quantité simple déterministe
X ,

Xn
a.s.−−−−−→

n→+∞
X

alors nous appelons cette quantité X la "limite presque sûre" de Xn. Souvent, la no-
tation suivante est utilisée limXn = X . �

REMARQUE 11 (Approximations large échelle). — Si un équivalent déterministe est
utilisé comme approximation à n fini, nous appellerons cela alors une approximation
large échelle. �

Nous insistons sur le fait que même si les concepts de transformée de Stieltjes
et équivalent déterministe sont introduits en parallèle, il s’agit de concepts complète-
ment différents. La transformée de Stieltjes est un outil (précis et non-asymptotique)
permettant l’analyse du spectre de matrices et de son analyse complexe via la distri-
bution empirique du spectre. L’équivalent déterministe est une approximation déter-
ministe d’une séquence de quantités aléatoires, représentant souvent un indicateur de
performance d’un problème défini par des quantités aléatoires. Cependant, il se trouve
que les équivalents déterministes et les transformées de Stieltjes sont souvent faciles
à trouver et beaucoup d’indicateurs de performances s’expriment sous la forme de
transformées de Stieltjes

Les théorèmes et lemmes suivants permettront de manipuler les équivalents déter-
ministes.

Un théorème très pratique, connu en anglais sous le nom de Continuous Mapping
Theorem établit qu’une fonction f continue appliquée à une variable qui converge vers
X convergera vers f(X) pour tous les modes de convergence.

THÉORÈME 12 (Théorème du prolongement par continuité (Van der Vaart, 2000,
Théorème 2.3)). — Soit (Xn)n≥1 une séquence de variables aléatoires réelles et
soit f : R 7→ R continue en tout point de l’ensemble A avec P (X ∈ A) = 1, pour
une variable aléatoire X . Alors si Xn

a.s.−−→ X , cela implique que f(Xn)
a.s.−−→ f(X).

Ce théorème formule le fait qu’une fonction d’un équivalent déterministe se com-
porte comme il faut pour pour les valeurs qu’elle approxime.

Dans certains cas, on peut prouver queXn
a.s.−−→ X mais nous sommes aussi intérés-

sés par le fait que (Xn)n≥1 converge en moyenne versX , à savoir, limn E [|Xn −X|]
= 0. Cela est une convergence plus faible, qui peut aussi convenir, et peut être obtenue
par le théorème de la convergence dominée.

THÉORÈME 13 (Théorème de la convergence dominée (Billingsley, 1995, Theorem
16.4)). — Soit (fn)n≥1 une séquence de fonctions mesurables réelles telle que la
limite f(x) = limn→∞ fn(x) existe. Supposons qu’il existe une fonction intégrable
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g : R 7→ [0,∞] avec |fn(x)| ≤ g(x) pour chaque x ∈ R. Alors si f est intégrable,
nous avons fn pour chaque n, et

lim
n→∞

∫
R
fndµ =

∫
R
fdµ .

L’argument standard pour montrer que la convergence presque sûre de l’équi-
valent déterministe induit la convergence en moyenne peut être formulé de la ma-
nière suivante : Considérons les fonctions fn = |Xn − X| pour tout n. Comme
Xn

a.s.−→ X , cela implique que fn
a.s.−→ f = 0. Si on peut montrer que fn ≤ g

et E [g] < ∞, alors le théorème de la convergence dominée permet de montrer que
limn→∞ E [|Xn −X|] = 0.

Par exemple, les transformèes de Stieltjes sont bornées par 1/|z| pour des me-
sures à support réel, à savoir la mesure empirique de probabilité des valeurs propres
dans la définition 5. Ainsi, les transformées de Stieltjes de cette mesure sont des fonc-
tions bornées, ce qui permet de conclure sur la convergence en moyenne à partir de la
convergence de la transformée de Stieltjes.

Le dernier lemme est important lorsque nous considérons des produits ou ratios
des équivalents déterministes.

LEMME 14. — (Peacock et al., 2008, Lemme 1) Soient (an)n≥1 et (bn)n≥1 deux
séquences de variables complexes aléatoires. Soient (an)n≥1 et (bn)n≥1 deux sé-
quences déterministes de quantités complexes. Supposons que an − an

a.s.−−−−→
n→∞

0 et

bn − bn
a.s.−−−−→

n→∞
0.

(i) Si |an|, |bn| et/ou |an|,|bn| sont presque sûrement bornées 4, alors

anbn − anbn
a.s.−−−−→

n→∞
0.

(ii) Si |an|, |bn|−1 e/ou |an|,|bn|−1 sont presque sûrement bornées, alors

an/bn − an/bn
a.s.−−−−→

n→∞
0.

Ce lemme nous permet d’utiliser une approche “mix and match” ou “divide and
conquer” pour calculer des équivalents déterministes qui concernent des produits ou
sommes. Afin d’être plus précis, les théorèmes 12 et 13, combinés avec le lemme 14,
permettent de trouver directement les équivalents déterministes de certaines fonctions
continues du SINR alors que seuls les équivalents déterministes de l’interférence et de
la puissance du signal ont été calculés.

4. Toutes les quantités xn sont telles que lim sup |xn| <∞ avec une probabilité 1.
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4. Outils et lemmes communs pour la théorie des matrices aléatoires

Avant d’avancer dans les calculs relatifs à la théorie des matrices aléatoires, nous
avons besoin de quelques outils et lemmes standard qui seront très utiles par la suite.

LEMME 15 (Identités matricielles). — Soient A, B des matrices complexes in-
versibles et C une matrice complexe rectangulaire. Nous avons alors les relations
suivantes :
Identité de Woodbury :

(A + CBCH)
−1

= A−1 −A−1C
(
B−1 + CHA−1C

)−1
CHA−1. (3)

Identité de Searl :

(I + AB)
−1

A = A (I + BA)
−1
. (4)

Identité de la résolvante :

A−1 −B−1 = −A−1 (A−B)B−1 = A−1 (B−A)B−1 . (5)

Un des lemmes les plus important dans la théorie des matrices aléatoire concerne
le lemme de la trace. Il concerne la convergence de formes quadratiques et fut in-
troduit par (Bai, Silverstein, 1998a). Dans la suite, nous continuons à considérer des
séquences de matrices et vecteurs aléatoires avec des dimensions qui augmentent à
savoir, (AM )M≥1 ∈ CM×M et (xM )M≥1 ∈ CM ou (yM )M≥1 ∈ CM . Cependant,
afin de faciliter la lecture, nous utiliserons les abréviations suivantes (AM )M≥1 pour
AM ou même comme A, si le contexte n’est pas ambigu.

LEMME 16 (Résultats préliminaires sur le lemme de la trace (Bai, Silverstein, 2009,
Lemma B.26)). — Soit A ∈ CM×M déterministe et x = [x1 . . . xM ]

T ∈ CM un
vecteur aléatoire avec des composantes indépendantes. Supposons que E [xi] = 0,
E
[
|xi|2

]
= 1, et E

[
|xi|`

]
≤ υ` <∞ pour chaque ` ≤ 2p. Alors, pour chaque p ≥ 1,

E [|xHAx− tr A|p] ≤ Cp (tr AAH)
p
2

(
υ

p
2
4 + υ2p

)
où Cp est une constante qui ne dépend que de p.

LEMME 17 (Lemme de la trace (Bai, Silverstein, 1998a)). — Soit xM =
[x1, . . . , xM ]

T un vecteur M × 1 où xm sont des variables complexes Gaussiennes
i.i.d de variance unité. Soit AM une matrice M ×M indépendante de xM . Si en plus,
nous avons lim supM ‖A‖2 <∞, alors nous avons le résultat suivant :

1

M
xHAMx− 1

M
tr(AM )

a.s.−−−−−→
M→+∞

0 . (6)
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PREUVE 18. — Une conséquence du lemme 16 est que pour tout p ≥ 2, il existe une
constante Cp, qui ne dépend que de p, telle que

ExM

[∣∣∣∣ 1M xH
MAMxM −

1

M
tr(AM )

∣∣∣∣p] ≤
Cp
Mp

((
E|xm|4 tr (AAH)

)p/2
+E|xm|2p tr (AAH)

p/2
)

où l’espérance concerne la distribution xM . Si en plus lim supM ‖A‖2 < ∞ avec
le fait que tr (AAH) ≤ M‖A‖22 et tr (AAH)

p/2 ≤ M‖A‖p2, nous obtenons alors
l’inégalité plus simple suivante :

ExM

[∣∣∣∣ 1M xH
MAMxM −

1

M
tr(AM )

∣∣∣∣p] ≤ C
′

p‖A‖
p
2

Mp/2

où C
′

p = Cp

((
E[|xm|4]

)p/2
+ E[|xm|2p]

)
. En choisissant p = 4 (l’ordre du mo-

ment adéquate existe) et en utilisant l’inégalité de Markov (Billingsley, 1995, Equa-
tion (5.31)), nous avons :

P

(∣∣∣∣ 1M xH
MAMxM −

1

M
tr(AM )

∣∣∣∣ > ε

)
≤ 1

ε4

C
′

4‖A‖42
M2

.

En observant que cette quantité est sommable,∑
M

P

(∣∣∣∣ 1M xH
MAMxM −

1

M
tr(AM )

∣∣∣∣ > ε

)
< +∞

nous pouvons appliquer le premier lemme de Borel-Cantelli (Billingsley, 1995, Theo-
rem 4.3) pour obtenir le résultat suivant de convergence presque sûre :

1

M
xHAMx− 1

M
tr(AM )

a.s.−−−−−→
M→+∞

0.

�

D’autres versions de ce résultat existent, qui sont adaptées aux variantes spéci-
fiques des hypothèses et du problème. Par exemple, (Wagner et al., 2012, Lemma 4)
montre que lim supM ‖A‖2 < ∞, doit être vrai presque sûrement et les hypothèses
sur la contrainte xM i.i.d. peuvent être remplacées par une simple indépendance (voir
lemme 16 et (Hoydis, 2012)).

Un complément naturel du lemme 17 est le lemme suivant,

LEMME 19 ((Couillet, Debbah, 2011, Lemma 3.7)). — Soit AM défini comme au
lemme 17, à savoir lim supM ‖A‖2 < ∞, et xM ,yM aléatoires, mutuellement in-
dépendants avec des composantes complexes gaussiennes de moyenne nulle et de va-
riance 1. Alors, pour tout p ≥ 2, nous avons

E
[∣∣∣∣ 1M yH

MAMxM

∣∣∣∣p] = O(M−p/2) .
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En particulier,

1

M
yH
MAMxM

a.s.−−−−−→
M→+∞

0 . (7)

Ce lemme montre que les quantités aléatoires similaires à des formes quadratiques
tendent vers zéro asymptotiquement.

Nous avons vu que les lemmes précédents requièrent une indépendance statis-
tique entre la matrice et les vecteurs en question. Cela n’est souvent pas le cas. Par
conséquent, les deux lemmes suivants d’inversion de matrice peuvent être utilisés
pour retirer les colonnes interférentes de la matrice. Cela sera effectivement le cas
pour les matrices de Gram, à savoir des matrices de la forme XXH =

∑
m xmxH

m,
pour X = [x1, . . . ,xM ] ∈ CM×M .

LEMME 20 (Lemme I d’inversion de matrice (Henderson, Searle, 1981 ; Silverstein,
Bai, 1995, Lemma 2.2) ). — (Henderson, Searle, 1981) Soit A une matrice M ×M
inversible et x ∈ CM , c ∈ C tel que A + cxxH est inversible. Alors, en utilisant (3),
nous avons

xH (A + cxxH)
−1

=
xHA−1

1 + cxHA−1x
(8)

et

(A + cxxH)
−1

x =
A−1x

1 + cxHA−1x
. (9)

LEMME 21 (Lemme II d’inversion de matrice). — En utilisant les mêmes définitions
que le lemme 20 et en combinant ce lemme avec (5), nous avons la relation suivante :

(A + cxxH)
−1

= A−1 − cA−1xxHA−1

1 + cxHA−1x
. (10)

Le lemme suivant de perturbation de rang 1 est très utile dans le cas où nous devons
utiliser le lemme d’inversion pour retirer une dépendance statistique avant d’utiliser
le lemme de la Trace. Il montre en particulier que l’équivalent déterministe est valide
pour la matrice complète (voir par exemple (15)).

LEMME 22 (Lemme de perturbation de rang 1 (Bai, Silverstein, 2007,
Lemma 2.1)). — Soit z ∈ C \ R+, A ∈ CM×M , B ∈ CM×M avec B Hermi-
tienne définie non negative et x ∈ CM . Alors∣∣tr [A ((B− zIM )−1 − (B + xxH − zIM )−1

)]∣∣ ≤ ‖A‖2
dist(z,R+)

où dist() est la distance Euclidienne. Si z ∈ R− et lim supM ‖A‖2 <∞, alors nous
avons :

1

M

∣∣tr [A ((B− zIM )−1 − (B + xxH − zIM )−1
)]∣∣ ≤ 1

M

‖A‖2
|z|

−−−−→
M→∞

0 .
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Nous remarquerons que la variable z correspond à l’inverse du rapport signal sur
bruit (Signal to Noise Ratio, SNR) dans les problèmes de communications qui uti-
lisent le précodage linéaire régularisé. Ceci explique partiellement la détérioration des
performances des approximations à fort SNR.

Dans (Couillet, Debbah, 2011, Lemma 14.3), nous pouvons également trouver
une variante du lemme 22 pour z = 0, sous l’hypothèse que la plus petite va-
leur propre de la matrice Hermitienne B est bornée loin de zéro pour tout M ,
lim infM→∞ λmin(B) > 0 :

1

M
trAB−1 − 1

M
trA (B + xxH)

−1 a.s.−−−−→
M→∞

0 .

5. Application de la théorie des matrices aléatoires aux télécommunications

Dans cette partie, nous motivons l’usage de la théorie des matrices aléatoires et
discutons de l’applicabilité des résultats pour l’analyse des systèmes de télécommuni-
cation avancés.

5.1. Les avantages de l’analyse à large dimension

Avant d’aller plus loin, penchons nous sur les raisons qui motivent l’utilisation de
l’analyse à large dimension. Les systèmes sans fils deviennent de plus en plus compli-
qués et nous avons besoin d’outils pour simplifier leur analyse. L’approche standard
aujourd’hui est d’utiliser des simulations Monte-Carlo (MC) qui ne permettent mal-
heureusement pas de comprendre les paramètres qui influent les performances du sys-
tème. L’utilisation des équivalents déterministes offre certains avantages par rapport à
une approche MC. Tout d’abord, comme les équivalents déterministes ne contiennent
plus d’aléas, il possible de simplifier l’analyse et la compréhension des différents pa-
ramètres en jeu. Cela est le cas quand les performances du système sont déterminés
par différents paramètres agissant de manière non linéaire. La solution équivalent dé-
terministe donne les interactions et relations directes entre les paramètres et les perfor-
mance du système, ce qui est impossible avec l’analyse MC. De plus, la formulation
analytique des équivalents déterministes permet une optimisation directe en utilisant
des outils mathématiques classiques.

Une question pertinente est de savoir pourquoi l’analyse n’est pas conduite en di-
mension finie. Une réponse simple et rapide est que l’analyse est souvent compliquée
pour donner des résultats utiles et soluble. Un exemple typique est le suivant 5 :

Définissons un système multi-utilisateur MIMO en voie montante, dans lequel la
station de base a une unité centrale de traitement et M antennes distribuées. Nous
considérons K utilisateurs mono-antennes qui transmettent en même temps et sur
la même fréquence, en utilisant des signaux gaussiens xi ∼ CN (0, P ) qui forment

5. Cette exemple est tiré de (Hoydis, 2010).
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un vecteur de symboles x = [x1, . . . xK ]. Nous supposons que P = O(1/K), de
telle manière que la puissance reste bornée pour un nombre croissant de terminaux.
Pour le modèle de canal, nous considérons un canal de Rayleigh hi,j ∼ CN (0, vi,j),
1 ≤ i ≤ M , 1 ≤ j ≤ K. En d’autres termes, la matrice de canal résultante H a un
profil de variance V = {vi,j}, 1 ≤ i ≤ M , 1 ≤ j ≤ K. En considérant un bruit
gaussien blanc au récepteur et sans traitement de signal au récepteur, nous avons la
relation entrée-sortie suivante :

y = Hx + n .

La première question qui se pose concerne la capacité du canal d’un tel système.
Nous savons à partir des travaux de (Telatar, 1999, Théorème 2) que dans le cas d’un
canal gaussien normal i.i.d. (à savoir, vi,j = 1 ∀i, j), l’information mutuelle ergodique
par antenne de réception est donnée par 6

CiidM = EH

[
1

M
log det (IM + PHHH)

]
=

∫ ∞
0

log (1 + Pλ) f(λ)dλ

où f(λ) est la fonction de densité de probabilité des valeurs propres non-ordonnées λ
de la matrice de Wishart HHH et donnée par

f(λ) =
M −K
M

δ(λ) +
K

M

1

K

K−1∑
k=0

k!

(k +M −K)!

[
LM−Kk (λ)

]2
λM−Ke−λ .

Ici, LM−Kk (λ) est un polynôme de Laguerre associé d’ordre k :

LNk (λ) =
λ−Neλ

k!

dk

dλk
(
e−λλk+N

)
=

k∑
l=0

(−1)l (k +N)!

(k − l)! (N + l)!l!
λl .

(Dohler, 2003, Eq. (2.38) et (2.45)) décrit une manière de calculer de manière explicite
l’intégrale dans l’équation de la capacité. Dans le cas où N = K = 2, nous avons :

f(λ) =
1

2

1∑
k=0

[
L0
k(λ)

]2
e−λ =

1

2

[
1 +

(
1− λ2

)]
e−λ .

En notant que L0
0 = 1 et L0

1 = 1− λ, nous obtenons :

Ciid2 =
1

2

∫ ∞
0

log (1 + Pλ)
[
1 +

(
1− λ2

)]
e−λdλ (11)

=
1

2
− 1

2P
+

(
1 +

1

2P 2
e1/PE1(1/P )

)
(12)

6. Dans le cas de canaux gaussiens, la transmission d’un signal gaussien de moyenne nulle et de covariance
PK
K

IK maximise l’information mutuelle, ce qui est équivalent à la capacité (Telatar, 1999, Théorème 1).
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où E1(z) =
∫∞

1
e−tz

t dt. En résumé, il est possible de calculer une forme explicite de
l’information mutuelle ergodique pour des systèmes simples de canaux sans profils de
variance. Cependant, les résultats en question n’offrent que très peu de conclusions.
Ainsi, il est difficile de prédire l’influence de P dans (12)

De plus, l’approche à dimension finie ne marche plus lorsque nous sortons du
cadre des hypothèses idéales. Le cas où les composantes de la matrice ne sont plus
gaussiennes devient insoluble. Même si nous considérons un profil de variance simple
comme

V =

(
1 α
α 1

)
(13)

Trouver l’information mutuelle ergodique devient très difficile.

En d’autres termes, même pour les systèmes simples, l’approche à dimension fi-
nie n’est pas d’un grand intérêt. Par contre, en utilisant l’approche en grande dimen-
sion, nous pouvons aisément traiter le cas du profil de variance arbitraire. En utilisant
(Hachem et al., 2007), nous avons le théorème suivant :

THÉORÈME 23 (Capacité avec un profil de variance (Hachem et al., 2007, Théo-
rème 4.1) (aussi (Hoydis et al., 2011) et (Hachem, Khorunzhy et al., 2008, Théo-
rème 1))). — Soit M,K →∞ tel que 0 < K

M <∞ et vi,j < vmax <∞, ∀i, j. Alors
pour le modèle considéré dans la section 5.1, nous avons CM − CM

a.s.−→ 0, où

CM =
1

M

K∑
i=1

log (1 + δj)−
1

M

M∑
i=1

log

(
1

PK
ei

)
− 1

M

K∑
j=1

δj
1 + δj

où δj = 1
K

∑M
l=1 vl,jel for j = 1, . . . ,K et ei for i = 1, . . . ,M est donné comme

l’unique solution positive aux systèmes de M équations implicites

ei =

 1

PK
+

1

K

K∑
j=1

vi,j

1 + 1
K

∑M
l=1 vl,jel

−1

.

Bien qu’il apparaisse obscur à première vue, le théorème 23 offre un certain nombre
d’atouts. Il permet en autres une optimisation très simple. Dans tous les cas, des équi-
valents déterministes de ce type sont les seules formulations déterministes connues
pour la capacité du canal pour un profil de variance général.

5.2. Précisions des résultats

La plupart des publications autour des techniques des grands systèmes utilisent
des approches très pragmatiques en ce qui concerne la robustesse et la précision des
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résultats pour des systèmes de dimensions finies. Les publications illustrent les théo-
rèmes par quelques simulations qui comparent les solutions analytiques à des courbes
obtenues par des simulations Monte Carlo. Dans la figure 1, nous montrons les impli-
cations des deux approches.

Figure 1. Comparaison qualitative de l’équivalent déterministe avec le calcul
des limites classiques et du cas d’une seule réalisation

La figure montre une réalisation d’une séquence aléatoire de variable Xn(ω1), qui
représente un indicateur de performance système (aléatoire par exemple par rapport
aux réalisations du canal) qui dépend de la dimension du système N . En prenant la
limite par rapport à la dimension du système, nous ne pouvons qu’obtenir lim→∞Xn,
A l’inverse, l’approche par équivalent déterministe (Xn) nous fournit plus d’informa-
tion. Intuitivement, on peut remarquer que Xn est encore indexée par n, même quand
n → ∞. En fait, l’équivalent déterministe fournit une approximation pour chaque
valeur de N , qui devient plus précise pour des N croissants. Les réalisations de la
variable aléatoire sont presque sûrement autour d’une région étroite autour de l’équi-
valent déterministe (voir “région de haute probabilité” dans la figure). De plus, l’ap-
proche par équivalent déterministe permet des approximations de séquences aléatoires
qui peuvent ne pas du tout converger (contrairement au cas illustré dans la figure 1), ce
est impossible en utilisant les limites classiques. Ainsi, les équivalents déterministes
sont en général plus précis pour des systèmes à dimension finie (même petit) que les
limites classiques. Lorsque l’on considère les statistiques de premier ordre, les résul-
tats de Monte Carlo et ceux des équivalents déterministes sont en accord pour n de
l’ordre de 10.

Il faut également signaler un autre point important. Supposons que nous analysons
une quantité aléatoire telle qu’une matrice X ∈ CM×K . La théorie des matrices aléa-
toires se projette dans le cas où (M,K) sont grands, alors que les approximations de
limites classiques (la loi des grands nombres par exemple) ne peut traiter que le cas oè
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M est grand. Par conséquent, la théorie des Matrices Aléatoires exploite plus de de-
grés de liberté que les approches classiques et assure par conséquent une convergence
plus rapide. Ainsi, une matrice de taille 8 × 8 offre déjà 64 degrés de liberté, ce qui
aboutit à une convergence acceptable.

En général, la théorie des matrices aléatoires assure une vitesse de convergence as-
sez impressionnante en ce qui concerne des fonctionnelles linéaires de valeurs propres.
C’est le cas par exemple pour des théorèmes centraux limites avec une vitesse en 1/M
(M(XM−XM )→ N (0, 1)) (Hachem, Loubaton, Najim, 2008, Remarque 3.1)(Pastur,
Shcherbina, 2011) et la moyenne en 1/M2 (à savoir, E[XM ] = XM + O(1/M2))
(Hachem, Khorunzhy et al., 2008, Preuve de Théorème 1)(Pastur, Shcherbina, 2011)
(Vallet et al., 2010, Proposition 4), lorsque les quantités aléatoires sont des Gaus-
siennes complexes. Les formes quadratiques sont plus lentes : le cas des théorèmes
centraux limites sont en 1/

√
M (Kammoun et al., 2009, Théorème 3)(Rubio et al.,

2012, Théorèmes 1&2) et la moyenne en 1/M
3
2 (Rubio et al., 2012, lemme 1).

5.3. Equivalents déterministes et problèmes de télécommunications

Nous avons déjà montré la connexion entre la transformée de Stieltjes et les traces
de résolvante dans (2). Maintenant, nous voulons donner un rapide mais détaillé aperçu
de l’importance de la trace de la résolvante, en particulier pour les questions rela-
tives au SINR et comment cela est lié aux théorèmes des équivalents déterministes.
L’exemple suivant est basé sur (Couillet, Debbah, 2009) et (Couillet, Debbah, 2011),
où un système CDMA avec un détecteur MMSE est traité.

En considérant un système en liaison montante MIMO Multi-utilisateur avec K
utilisateurs mono-antennes transmettant vers une station de base unique equipée de
M antennes et utilisant un récepteur de type MMSE. L’évanouissement entre le ca-
nal de l’utilisateur k et la station de base est modélisé selon la distribution hk ∼
CN (0, 1

M IM ) ∈ CM avec E‖hk‖2 = 1. Nous incluons l’impact des effets du mas-
quage et perte de trajet dans une variable dk.

Sous l’hypothèse d’un signal transmis Gaussien sk ∼ CN (0, 1) et en considé-
rant le bruit en réception n comme un bruit additif Gaussien de moyenne zéro et de
variance σ2, nous aboutissons au modèle de transmission suivant :

y =

K∑
k=1

dkhksk + n = HDs + n

où H = [h1, . . . ,hK ] ∈ CM×K , s = [s1, . . . , sK ] ∈ CK et D = diag(d1, . . . , dK) ∈
CK×K .

Le récepteur linéaire pour chaque utilisateur est donné par :

rH
k = hH

k

(
HD2HH + σ2IM

)−1
.
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Ainsi, le rapport signal à interférence plus bruit pour l’utilisateur k est donné par :

SINRk =
Es|rH

kdkhksk|2

Es,n|
∑
j 6=k rH

kdjhjsj + rH
kn|2

=
|dk|2rH

khkh
H
krk∑

j 6=k |dj |2rH
khjh

H
jrk + rH

kσ
2rk

=
|dk|2rH

khkh
H
krk

rH
k (HD2HH − |dk|2hkhH

k) rk + rH
kσ

2rk

=
|dk|2rH

khkh
H
krk

rH
k (HD2HH + σ2IM − σ2IM − |dk|2hkhH

k) rk + rH
kσ

2rk

=
|dk|2rH

khkh
H
krk

rH
k (HD2HH + σ2IM ) rK − rH

kσ
2rk − |dk|2rH

khkh
H
krk + rH

kσ
2rk

.

En prenant en compte l’ensemble des termes qui s’annulent, ainsi que ceux présent
dans la définition de rH

k, nous avons :

SINRk =
|dk|2rH

khkh
H
krk

xHrK − |dk|2rH
khkh

H
krk

=
|dk|2rH

khk
1− |dk|2rH

khk

Finalement, en réintroduisant la définition de rH
k partout et en appliquant le lemme 20,

nous avons

SINRk = |dk|2hH
(
HD2HH − |dk|2hkhH

k + σ2IM
)−1

hk . (14)

Jusqu’à maintenant, le calcul n’a utilisé aucun concept venant de la théorie des
Matrices Aléatoires. Nous pouvons simplifier l’expression du SINR dans (14) dans
l’hypothèse où M →∞, avec 0 < M/K = c <∞. Nous commençons par rappeler
le lemme 17 et le lemme 22 afin d’obtenir :

SINRk −
1

M
|dk|2tr

(
HD2HH + σ2IM

)−1 a.s.−−−−−→
M→+∞

0 . (15)

Rappelons la définition de la transformée de Stieltjes (Définition 3) ainsi que
la mesure de comptage normalisée des valeurs propres de la matrice HD2HH,
mHD2HH(z) = tr

(
HD2HH − zIM

)−1
(voir la définition 5). Ceci nous permet

d’écrire (15) comme

SINRk − |hk|2mXD2XH(−σ2)
a.s.−−−−−→

M→+∞
0 .

N’oublions pas que la transformée de StieltjesmXD2XH(−σ2) représente toujours une
quantité aléatoire.
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Il est possible de trouver un équivalent déterministe de cette expression, que nous
démontrerons dans la sous-section 5.4, et aboutit au théorème 24.

Une application directe nous donne

mHD2HH(−σ2)−mHD2HH(−σ2)
a.s.−−−−−→

M→+∞
0 .

avec

mHD2HH(−σ2) =

(
σ2 + c

K∑
i=1

|di|2

1 + |di|2mHD2HH(−σ2)

)−1

Cette formulation est déterministe par rapport aux composantes de H, mais condition-
nellement aux composantes de D, qui représentent les coefficients de masquage et de
perte de trajet dk.

5.4. Calcul d’équivalents déterministes

Nous continuons cette partie en appliquant les outils et concepts introduits pour le
calcul d’équivalents déterministes. Nous essayons d’expliquer chaque étape du calcul,
même ceux qui paraissent évidents. Cet exemple illustre également la méthodologie
à l’origine de la détermination de l’équivalent déterministe 7. Cependant, le but prin-
cipal ici est de fournir une application intéressante des outils et lemmes introduits
précédemment. Cet exemple fournit une explication intuitive du calcul de l’équivalent
déterministe. Les calculs suivants s’inspirent de (Couillet et al., 2011). Les aspects
trop techniques ou qui n’aident pas à la compréhension ne sont pas considérés. Pour
les détails techniques, nous invitons le lecteur à consulter (Couillet et al., 2011), ou la
version réduite (Couillet, 2010).

THÉORÈME 24. — Soient T ∈ CM×K une matrice diagonale définie non-negative
et R ∈ CM×M une matrice définie non negative, ayant une norme spectrale bornée,
lim supK→∞ ‖T‖ = lim supK→∞ λmax(T) < ∞ et lim supK→∞ ‖R‖ < ∞. Soit
X ∈ CM×K une matrice dont les éléments sont distribués selon CN (0, 1

K ). Soit
également B = R

1
2 XTXHR

1
2 .

Soit M,K → ∞, tel que M/K → c, où c est une constante bornée, 0 < c < ∞.
Dans ce cas, le résultat suivant est obtenu :

1

M
tr
[
(B− zIM )

−1
]
−mM (z)

a.s.−−−−−−−→
M,K→+∞

0

7. La méthode utilisée ci-après est connue sous le nom de “l’approche Bai-Silverstein”, selon les étapes
décrites dans (Silverstein, Bai, 1995). Il existe d’autres techniques de preuves, en particulier “l’approche
Pastur”, qui utilise des méthodes Gaussiennes (Pastur, 1999 ; Dupuy, Loubaton, 2010) et qui est considérée
plus puissante mais moins évidente.
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où z ∈ C \ R+ et mM sont donnés par

mM =
1

M
tr (R e(z)− zIM )

−1

qui inclut de trouver l’unique solution positive de l’équation au point fixe.

e(z) =
1

K

K∑
i=1

ti

1 + tic
1
M tr R (R e(z)− zIM )

−1 .

Il n’est pas évident d’obtenir un tel théorème. En suivant l’approche de Bai-
Silverstein, nous commençons par faire une supposition sur la forme générale du ré-
sultat (voir la remarque 25 pour motiver ce choix) :

1

M
tr (B− zIM )

−1 − Equivalent Déterministe a.s.−−−−−−−→
M,K→+∞

0

supposition−−−−−−→
éclairée

1

M
tr (B− zIM )

−1 − 1

M
tr (R e(z)− zIM )

−1 a.s.−−−−−−−→
M,K→+∞

0 .

Le but principal est de trouver maintenant une formulation pour e(z), qui ne dépend
pas des quantités aléatoires et qui assure une convergence presque sûre.

En utilisant l’identité de la résolvante (5), nous obtenons rapidement :

1

M
tr (B− zIM )

−1 − 1

M
tr (R e(z)− zIM )

−1

(5)
=

1

M
tr
[
(B− zIM )

−1
(e(z)R−B− zIM + zIM ) (R e(z)− zIM )

−1
]

=
1

M
tr
[
(B− zIM )

−1
(
e(z)R−R

1
2 XTXHR

1
2

)
(R e(z)− zIM )

−1
]

=
1

M
tr
[
(B− zIM )

−1
R

1
2 (e(z)−XTXH)R

1
2 (R e(z)− zIM )

−1
]

=
1

M
tr
[
(B− zIM )

−1
R (R e(z)− zIM )

−1
]
e(z)

− 1

M
tr
[
(B− zIM )

−1
R

1
2 XTXHR

1
2 (R e(z)− zIM )

−1
]
.

En se rappelant que X = [x1, . . .xK ] and T = diag (t1, . . . , tK), nous avons XTXH

=
∑K
i=1 tixix

H
i . Ainsi, nous pouvons faire sortir cette somme.

=
1

M
tr
[
(B− zIM )

−1
R (R e(z)− zIM )

−1
]
e(z)

− 1

M

K∑
i=1

titr

(B− zIM )
−1

R
1
2 xi︸ ︷︷ ︸

x̃i

xH
iR

1
2 (R e(z)− zIM )

−1︸ ︷︷ ︸
x̃H
i

 .



Tutoriel sur les matrices aléatoires 243

Comme l’argument de la trace est un scalaire, il est possible d’enlever l’opérateur et
nous obtenons :

=
1

M
tr
[
(B− zIM )

−1
R (R e(z)− zIM )

−1
]
e(z)

− 1

M

K∑
i=1

tix
H
i R

1
2 (R e(z)− zIM )

−1
(B− zIM )

−1
R

1
2︸ ︷︷ ︸

∆
=Ã

xi .

A ce niveau, nous serions tentés d’appliquer le lemme de la trace (lemme 17) di-
rectement à la forme xH

iÃxi mais il faut d’abord vérifier les pré-requis. En particulier,
nous devons être sûrs que xi est statistiquement indépendant de Ã, ce qui est possible
seulement si xi est statistiquement indépendant de B. Ceci n’est clairement pas le cas,
comme le montre le résultat suivant :

B = R
1
2 XTXHR

1
2 =

K∑
j=1

tjR
1
2 xjx

H
jR

1
2 =

K∑
j 6=i

tjR
1
2 xjx

H
jR

1
2 + tiR

1
2 xix

H
iR

1
2 .

Ainsi, nous devons d’abord appliquer le lemme 20 qui permet d’éliminer la partie
dépendante. Comme précédemment, il est possible de découper l’équation en :

(B− zIM )
−1

R
1
2 xi =

( K∑
j 6=i

tjR
1
2 xjx

H
jR

1
2 − zIM︸ ︷︷ ︸

Ã

+ ti︸︷︷︸
c̃

R
1
2 xi︸ ︷︷ ︸
x̃i

xH
iR

1
2︸ ︷︷ ︸

x̃H
i

)−1

R
1
2 xi︸ ︷︷ ︸
x̃i

et appliquer le lemme d’inversion matricielle, ce qui donne :

1

M
tr (B− zIM )

−1 − 1

M
tr (R e(z)− zIM )

−1

=
1

M
tr
[
(B− zIM )

−1
R (R e(z)− zIM )

−1
]
e(z)

− 1

M

K∑
i=1

ti

xH
i

Ã︷ ︸︸ ︷
R

1
2 (R e(z)− zIM )

−1

 K∑
j 6=i

tjR
1
2 xjx

H
jR

1
2 − zIM

−1

R
1
2 xi

1 + tixH
iR

1
2

(∑K
j 6=i tjR

1
2 xjxH

jR
1
2 − zIM

)−1

R
1
2 xi

.

Maintenant, nous voyons que Ã est statistiquement indépendant de xi et nous
pouvons appliquer le lemme de la trace (lemme 17) au numérateur et au dénominateur.
Ce qui nous donne la convergence xH

iÃxi − 1
K tr(Ã)

a.s.−−−−−→
K→+∞

0. Nous pouvons

remarquer que les étapes suivantes ne sont valides que dans le sens presque sûr et
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seulement pour le cas du régime matriciel large. Dans la partie suivante, nous utilisons
abusivement la notation “≈” pour exprimer cette restriction quand cela est nécessaire.

1

M
tr (B− zIM )

−1 − 1

M
tr (R e(z)− zIM )

−1

≈ 1

M
tr
[
(B− zIM )

−1
R (R e(z)− zIM )

−1
]
e(z)

− 1

M

K∑
i=1

ti

1
K tr R

1
2 (R e(z)− zIM )

−1
(∑K

j 6=i tjR
1
2 xjx

H
jR

1
2 − zIM

)−1

R
1
2

1 + ti
1
K tr R

1
2

(∑K
j 6=i tjR

1
2 xjxH

jR
1
2 − zIM

)−1

R
1
2

.

En utilisant le lemme de perturbation de rang 1 (Lemme 22), nous savons que :

tr R
1
2

 K∑
j 6=i

tjR
1
2 xjx

H
jR

1
2 − zIM

−1

R
1
2

converge presque sûrement vers

tr R
1
2

 K∑
j=1

tjR
1
2 xjx

H
jR

1
2 − zIM

−1

R
1
2 = tr R

1
2 (B− zIM )

−1
R

1
2 .

Par conséquent, il est possible d’écrire :

1

M
tr (B− zIM )

−1 − 1

M
tr (R e(z)− zIM )

−1

≈ 1

M
tr
[
(B− zIM )

−1
R (R e(z)− zIM )

−1
]
e(z)

− 1

M

K∑
i=1

ti

1
K tr R

1
2 (R e(z)− zIM )

−1
(B− zIM )

−1
R

1
2

1 + ti
1
K tr R

1
2 (B− zIM )

−1
R

1
2

=
1

M
tr
[
(B− zIM )

−1
R (R e(z)− zIM )

−1
]
e(z)

− 1

K

K∑
i=1

ti

1
M tr (B− zIM )

−1
R (R e(z)− zIM )

−1

1 + ti
M
K

1
M tr R

1
2 (B− zIM )

−1
R

1
2

REMARQUE 25 (Conjecture). — Ce n’est qu’à ce stade que nous pouvons voir que
notre conjecture est judicieuse. Ce choix résulte de la forme suivante qui montre que
tr [A]e(z) − tr [A]x(z), où x(z) est un candidat potentiel de notre équivalent déter-
ministe. Trouver le bon équivalent déterministe résulte de plusieurs essais et erreurs.

�
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En compilant tous les termes, nous avons finalement :

1

M
tr (B− zIM )

−1 − 1

M
tr (R e(z)− zIM )

−1

=

Borné puisque R est bornée.︷ ︸︸ ︷
1

M
tr
[
(B− zIM )

−1
R (R e(z)− zIM )

−1
]
×[

e(z)− 1

K

K∑
i=1

ti

1 + tic
1
M tr R (B− zIM )

−1

]
︸ ︷︷ ︸

!→0

.

Ainsi, nous pouvons voir qu’en choisissant e(z) de telle manière que le terme multi-
plicatif à droite devient “0”, le résultat escompté peut être obtenu. Cependant, un tel
résultat contiendrait encore de l’aléatoire. De plus, l’expression dans le dénominateur
1
M tr R (B− zIM )

−1 diffère du résultat escompté. Si nous avions 1
M tr (B− zIM )

−1,
nous pourrions trouver une expression déterministe pour notre problème original. Au
contraire, nous avons créé un nouveau terme qui doit être évalué. Cela va être fait dans
le paragraphe suivant.

Pour résoudre ce problème, nous devons recommencer depuis le début. Cette fois-
ci, nous débutons par le problème complémentaire 1

M tr R (B− zIM )
−1 et "conjec-

turons" la solution complémentaire 1
M tr R (R e(z)− zIM )

−1. Ceci nous donne une
solution complémentaire qui, comme nous le verrons, combinée au premier résultat,
nous permettra d’avoir une solution analytique.

En reprenant les mêmes étapes que précédemment, nous avons :

1

M
tr R (B− zIM )

−1 − 1

M
tr R (R e(z)− zIM )

−1

...

≈ 1

M
tr
[
R (B− zIM )

−1
R (R e(z)− zIM )

−1
]

[
e(z)− 1

K

K∑
i=1

ti

1 + tic
1
M tr R (B− zIM )

−1

]
.

Maintenant, nous choisissons finalement :

e(z) =
1

K

K∑
i=1

ti

1 + tic
1
M tr R (B− zIM )

−1

ce qui résout simultanément ce cas et notre conjecture précédente.

A partir de la seconde "conjecture", nous observons également que (pour le choix
particulier de e(z)), nous avons 1

M tr R (B− zIM )
−1 − 1

M tr R (R e(z)− zIM )
−1
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a.s.−→ 0. A partir de cette observation, un autre choix e(z), qui sera finalement détermi-
niste est :

e(z) =
1

K

K∑
i=1

ti

1 + tic
1
M tr R (R e(z)− zIM )

−1

qui est une équation du point fixe, qui peut se résoudre itérativement 8. Maintenant,
nous devons montrer que l’équation du point fixe a une solution unique et que l’al-
gorithme du point fixe converge. Cela peut être fait aisément en utilisant le cadre
des fonctions d’interférence standard de (Yates, 1995), comme cela a été montré ici
(Hoydis, 2012, Théorèmes 22, 23, 24).

6. Conclusion

Dans cet article, nous avons fourni une introduction aux applications pratiques de
la théorie des matrices aléatoires (en particulier les équivalents déterministes) pour
l’analyse des réseaux de télécommunications. Dans cette optique, nous avons d’abord
établi les concepts théoriques de base, les lemmes et les outils dans ce domaine. Ces
concepts ont ensuite été appliqués dans différents calculs, permettant d’illustrer la
pertinence de l’approche pour des problèmes de communications simples puis des
modèles plus élaborés. Bien que la théorie des matrices aléatoires trouve d’immenses
applications, il est important de mentionner certaines limitations. Par exemple, nous
devons avoir à l’esprit les mauvaises performances pour des résolvantes “mal condi-
tionnées” ou encore la possible assez faible vitesse de convergence des équivalents
déterministes vers leur quantité aléatoire. Cependant, comme cela a été démontré dans
plusieurs travaux, la théorie des matrices aléatoires reste une approche robuste et pra-
tique afin de permettre une abstraction de problèmes complexes par des équations qui
ne dépendent au final que de très peu de paramètres.
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